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Формализм Фрадкина-Васильева

Кубические вершины для безмассовых полей
В случае целых спинов

s3

s2s1

s1 ≥ s2 ≥ s3

Есть ровно одна вершина с числом производных N
(четность N совпадает с четностью s1 + s2 + s3):

s1 + s2 − s3 ≤ N ≤ s1 + s2 + s3

Нетривиальными (т.е. требующими поправок к калибровочным
преобразованиям) оказываются вершины

s1 + s2 − s3 ≤ N ≤ s1 + s2 + s3 − 2
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Формализм Фрадкина-Васильева

Реперный формализм

Для описания спина s ≥ 2 требуется s полей

Φa1...as−1
µ ,Φa1...as−1,b1

µ , . . .Φa1...as−1,b1...bs−1
µ

Каждое поле имет свое калибровочное преобразование

δΦµ ∼ Dµξ + . . .

Каждому полю соответствует калибровочно инвариантный объект
(кривизна)

Rµν ∼ D[µΦν] + . . .

Свободный лагранжиан может быть переписан в явно
калибровочно инвариантном виде

L0 ∼
∑
R∧R
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Формализм Фрадкина-Васильева

Нетривиальные кубические вершины
Неабелевые вершины

I имеют вид
R∧ Φ ∧ Φ

I происходят от квадратичной деформации кривизн

R ⇒ R̂ = R⊕ Φ ∧ Φ

I определены требованием ковариантности кривизн

δR̂ ∼ Rξ

Абелевые вершины которые имеют вид

R∧R ∧ Φ

Васильев (2011) — все нетривиальные вершины имеющие до

N = s1 + s2 + s3 − 2

производных могут быть получены как комбинации неабелевых и
абелевых вершин.
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Пример: безмассовый спин 2

Безмассовый спин 2 в AdS
Свободный лагранжиан безмассового спина 2 в AdSd , d ≥ 4:

L0 =
1

2

{ µν
ab

}
ωµ

acων
bc−1

2

{ µνα
abc

}
ωµ

abDνhα
c−(d − 2)κ

2

{ µν
ab

}
hµ

ahν
b

здесь
{ µν

ab

}
= eµae

ν
b − eµbe

ν
a, κ ∼ Λ.

Это лагранжиан инвариантен относительно следующих
преобразований:

δ0ωµ
ab = Dµη̂

ab + κeµ
[aξ̂b], δ0hµ

a = Dµξ̂
a + η̂µ

a

Калибровочно инвариантные объекты:

Rµν
ab = D[µων]

ab + κe[µ
[ahν]

b]

Tµν
a = D[µhν]

a − ω[µ,ν]
a

Свободный лагранжиан в терминах кривизн:

L0 = a0
{
µναβ
abcd

}
Rµν

abRαβ
cd , a0 = − 1

32(d − 3)κ
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Пример: безмассовый спин 2

Кубическая вершина для безмассового спина 2
Самосогласованные квадратичные деформации:

∆Rµν
ab = b0[ω[µ

caων]
bc + κh[µ

ahν]
b]

∆Tµν
a = b0ω[µ

abhν]
b

Преобразования деформированных кривизн:

δR̂µν
ab = b0Rµν

c[aη̂b]c + κb0Tµν
[aξ̂b]

δT̂µν
a = −b0η̂abTµνb + b0Rµν

ab ξ̂b

Лагранжиан взаимодействия:

L = a0
{
µναβ
abcd

}
R̂µν

abR̂αβ
cd + c0

{
µναβγ
abcde

}
Rµν

abRαβ
cdhγ

e

На массовой поверхности (кручение равно 0):

c0
{
µναβγ
abcde

}
Dµων

abDαωβ
cdhγ

e ≈ 3c0
{
µναβ
abcd

}
Dµων

abωα
ceωβ

de + . . .
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Частично безмассовый спин 2

Частично безмассовый спин 2
Экзотическое представление группы де Ситтера. В d = 4 имеет
спиральности ±2, ±1 ⇒ реперный калибровочно инвариантный
формализм требует две пары полей (Ωµ

ab, fµa) and (Bab, Bµ).
Свободный лагранжиан для частично безмассового спина 2:

L0 =
1

2

{ µν
ab

}
Ωµ

acΩν
bc − 1

2

{ µνα
abc

}
Ωµ

abDν fα
c +

1

2
Bab

2

−
{ µν

ab

}
BabDµBν + m[

{ µν
ab

}
ωµ

abBν + eµaB
abfµ

b]

где m2 = (d − 2)κ

Этот лагранжиан инвариантен относительно следующих
калибровочных преобразований:

δ0Ωµ
ab = Dµη

ab, δ0fµ
a = Dµξ

a + ηµ
a +

2m

(d − 2)
eµ

aξ

δ0B
ab = −mηab, δ0Bµ = Dµξ +

m

2
ξµ
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Частично безмассовый спин 2

Частично безмассовый спин 2
Соответственно у нас есть четыре калибровочно инвариантных
объекта (кривизны):

Fµνab = D[µΩν]
ab − m

(d − 2)
e[µ

[aBν]
b]

Tµνa = D[µfν]
a − Ω[µ,ν]

a +
2m

(d − 2)
e[µ

aBν]

Bµab = DµB
ab + mΩµ

ab

Bµν = D[µBν] − Bµν −
m

2
f[µ,ν]

Свободный лагранжиан в терминах этих кривизн:

L0 = a1
{
µναβ
abcd

}
FµνabFαβcd+a2

{ µν
ab

}
BµacBνbc+a3

{ µνα
abc

}
BµabTναc

где

a1 = − (d − 2)

32(d − 3)m2
, a2 = − 1

m2
, a3 = − 1

4m

Ю. М. Зиновьев (ОТФ) Массивный спин 2 03.12.2013 9 / 15



Частично безмассовый спин 2

Самодействие
Единственная (с точностью до возможных переопределений
полей) квадратичная деформация дает следующие
преобразования для кривизн:

δF̂µνab = 2d1Fµνc[aηb]c +
d2
2
B[µabξν] + d2Fµνabξ

δT̂µνa = −2d1η
abTµνb + 2d1Fµνabξb

δB̂µab = −d1ηc[aBµb]c + d2Bµabξ δB̂µν = −d1B[µ,ν]aξa

где d2 = − 4md1
(d−2)

Лагранжиан взаимодействия

L = a1
{
µναβ
abcd

}
F̂µνabF̂αβcd + a2

{ µν
ab

}
B̂µac B̂νbc + a3

{ µνα
abc

}
B̂µabT̂ναc

+a4
{
µναβγ
abcde

}
FµνabFαβcd fγe + a5

{ µνα
abc

}
BµadBνbd fαc

+a6
{
µναβ
abcd

}
FµνabBαcdBβ
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Частично безмассовый спин 2

Самодействие

Требование калибровочной инвариантности дает три уравнения на
параметры a4, a5, a6 ⇒ одна независимая вершина, содержащая
члены вплоть до четырех производных.
В d = 4 одна из абелевых вершин

a4
{
µναβγ
abcde

}
FµνabFαβcd fγe

отсутствует, но уравнения по-прежнему имеют решение.
Более того, все члены с высшими производными на массовой
поверхности зануляются, воспроизводя известную ранее вершину
с двумя производными, которая существует в d = 4 и только в
d = 4.
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Частично безмассовый спин 2

Гравитационное взаимодействие
Наиболее общая (с точностью до возможных переопределений
полей) квадратичная деформация для гравитационной кривизны
имеет два свободных параметра и приводит к

δR̂µν
ab ≈ 2b1Fµνc[aηb]c−(

2mb1
(d − 2)

+
b2
2

)B[µ,ν][aξb]−
b2
2
B[µabξν]+b2Fµνabξ

Деформации для частично безмассовых кривизн соответствуют
стандартному правилу минимальной подстановки и дают

δF̂µνab ≈ −b0[Fµνc[aη̂b]c + Rµν
c[aηb]c − m

(d − 2)
B[µ,ν][aξ̂b]]

δT̂µνa ≈ −b0[Fµνab ξ̂b + Rµν
abξb]

δB̂µab ≈ −b0Bµc[aη̂b]c

δB̂µν ≈ b0[B[µ,ν]aξ̂a +
m

2
Fµνaξ̂a]
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Частично безмассовый спин 2

Гравитационное взаимодействие
Лагранжиан взаимодействия

L = a1
{
µναβ
abcd

}
F̂µνabF̂αβcd + a2

{ µν
ab

}
B̂µac B̂νbc

+a3
{ µνα

abc

}
B̂µabT̂ναc + a0

{
µναβ
abcd

}
R̂µν

abR̂αβ
cd

+a4
{
µναβγ
abcde

}
FµνabFαβcdhγe + a5

{ µνα
abc

}
BµadBνbdhαc

+a6
{
µναβγ
abcde

}
FµνabRαβcd fγe + a7

{
µναβ
abcd

}
Rµν

abBαcdBβ

Калибровочная инвариантность требует b1 = −b0
2 , b2 = 2mb0 и

дает два уравнения на параметры a4,5,6,7 ⇒ три независимые
вершины.
В d = 4 члены с a4 и a6 отсутствуют оставляя нам только одну
вершину. Более того, все члены с высшими производными на
массовой поверхности сокращаются.
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Массивный спин 2

Кинематика

В безмассовом пределе массивный спин 2 распадается на
безмассовый спин-2, спин-1 и спин-0 ⇒ калибровочно
инвариантное описание требует три пары полей:
(Ωµ

ab, fµa), (Bab, Bµ) и (πa, ϕ)
Калибровочные симметрии те же, что и в частично безмассовом
случае (ηab, ξa, ξ)
Соответственно есть шесть калибровочно инвариантных объектов

Fµνab, Tµνa, Bµab, Bµν , Πµ
a, Φµ

Свободный лагранжиан может быть переписан в виде

L0 = a1
{
µναβ
abcd

}
FµνabFαβcd + a2

{ µν
ab

}
BµacBνbc + a3

{ µνα
abc

}
BµabTναc

+a4
{ µνα

abc

}
FµνabΠα

c + a5
{ µν

ab

}
Πµ

aΠν
b + a6

{ µν
ab

}
BµabΦν
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Массивный спин 2

Кубичесие вершины

Самодейстиве
I Есть три независимых кубических верщины
I Подбором параметров можно поучить единственное решение

имеющее не более двух производных
I Общее решение сингулярно в частично безмассовом пределе и есть

только одно решение, допускающее такой предел
Гравитационное взаимодействие

I Есть три независимых решения, два содержащие члены с
четырьмя производными и одно — не более чем с двумя

I Все три вершины имеют несингулярный частично безмассовый
предел
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