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Общая теория относительности

1 Лагранжиан

L(g) =
1

16πG (g)

√
−ggµνR (g)

µν + L(g)
M (φA, gµν),

2 Теория не проверена на больших расстояниях.
3 Проблема космологической постоянной или темная

энергия.
4 Проблема темной материи.

В.О. Соловьев Бигравитация, тетрады и материя



Модификация: бигравитация

Лагранжиан

L = L(f ) + L(g) −
√
−gU(fµν , gµν).

Пророки: Salam, Strathdee, Wess, Zumino, Ян Коган,
Damour . . .
Скептики – Stanley Deser et al:

“ . . . направление оставалось мертвым до недавнего
(независимого) переоткрытия (де Рам, Габададзе, Толи,
2011) результатов Весса и Зумино 1970 года. Эксгумация
породила, что неудивительно, огромную индустрию. Мы
намерены снова похоронить его, по крайней мере, одну из
моделей.”
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Stanley Deser (уроженец г. Ровно, 1931 г.р.)
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Потенциал de Rham, Gabadadze, Toley

Потенциал взаимодействия строится из симметричных
полиномов матрицы X µ

ν =
(√

g−1f
)µ
ν
:

U =
4∑

n=0

βnen(X ), сравни
4∑

n=0

(−λ)4−nen(X ) = det |X − λI | ,

выражающиеся через собственные значения матрицы X :

e0 = 1,
e1 = λ1 + λ2 + λ3 + λ4,

e2 = λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ4 + λ4λ1 + λ1λ3 + λ2λ4,

e3 = λ1λ2λ3 + λ2λ3λ4 + λ1λ3λ4 + λ1λ2λ4,

e4 = λ1λ2λ3λ4,
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Выражение через следы

или через следы матриц X ,. . . ,X n:

e1 = TrX ,

e2 =
1
2
(
(TrX )2 − TrX 2) ,

e3 =
1
6
(
(TrX )3 − 3TrXTrX 2 + 2TrX 3) ,

e4 =
1
24
(
(TrX )4 − 6(TrX )2TrX 2 + 3(TrX 2)2+

+ 8TrXTrX 3 − 6TrX 4) = detX .
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Извлечение корня из матрицы

Тетрадное представление

gµν = EA
µ EB

ν hAB , gµν = Eµ
AE ν

BhAB ,

fµν = FA
µ FB

ν hAB , f µν = F µ
AF ν

BhAB ,

при наложении дополнительного условия (условия
симметричности)

Eµ
AFB

µ − EµBFµA = 0,

позволяет избавиться от корня:

X µ
ν =

(√
g−1f

)µ
ν

= EµAFνA.
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Выбор канонических переменных

Вариант метрического формализма: две
индуцированные метрики

γij = gµν
∂X µ

∂x i

∂X ν

∂x j , ηij = fµν
∂X µ

∂x i

∂X ν

∂x j ,

и сопряженные им импульсы

πij , Πij .

Вариант тетрадного формализма: две триады

γij = ea
i e

b
j δab, ηij = f a

i f b
j δab,

и сопряженные им импульсы

πi
a, Πi

a.
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Тетрады оптимальные и общие
Оптимальный выбор для Eµ

A (триада + единичная
нормаль):

Eµ
0 = n̄µ, Eµ

a =
∂X µ

∂x i e i
a,

и общий случай (буст оптимальной тетрады FB
µ ) для FA

µ :

FA
µ = ΛA

BFB
µ

здесь преобразование буста

ΛA
B =

(
ε pb

pa δa
b + 1

ε+1p
apb

)
,

задается с произвольным параметром pa:

pa = δabpb, p2 = papa, ε =
√

1 + p2.
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Потенциал в тетрадных переменных

Прстранственная плотность минимального (βi = 0 при
i 6= 1) потенциала имеет вид:

Ũ = β1eU1 ≡ β1e

[√
1 + p2 + u

(
fiae ia +

paf a
i e i

bp
b√

1 + p2 + 1

)
− ui f a

i pa

]
,

в общем случае (β1 6= 0, β2 6= 0, β3 6= 0)

Ũ(fia, eia, u, ui , pa) = uṼ + ui Ṽi + W̃ .

Потенциал линеен по вспомогательным переменным u, ui ,
по e (или f ) и f a

i , он нелинейно зависит от
вспомогательной переменной pa и от комбинации триад
xab ≡ fiae i

b.
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Ṽ = e
[
β0 + β1x + β2

1
2
(
x2 − Trx2)+

+ β3
1
6
(
x3 − 3xTrx2 + 2Trx3)+

1
ε + 1

(
(px3p)β3−

− (px2p)(β2 + β3x) + (pxp)
(
β1 + β2x + β3

1
2

(x2 − Trx2)
))]

,

Ṽi = −epaf b
i

[
δab

(
β1 + β2x + β3

1
2
(
x2 − Trx2))−

− xab(β2 + β3x) + β3xacxcb

]
,

W̃ = β4f + e
[
ε

(
β1 + β2x + β3

1
2

(x2 − Trx2)

)
+

+
1

ε + 1
(
(px2p)β3 − (pxp)(β2 + β3x)

)]
.
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Связи “тетрадные”

Связями в узком смысле здесь называются уравнения,
содержащие только канонические переменные.
Связями в широком смысле можно называть уравнения,
содержащие, кроме того, вспомогательные переменные
(здесь u, ui , pa).

L+
ab = fiaΠi

b − fibΠi
a + eiaπ

i
b − eibπ

i
a = 0,

L−ab = fiaΠi
b − fibΠi

a − eiaπ
i
b + eibπ

i
a = 0,

Ga = pa + upbf b
i e i

a − uj f b
j

(
δab +

papb√
1 + p2 + 1

)
= 0,

Gab = fiae i
b − fibe i

a +
pc√

1 + p2 + 1

(
paf c

i e i
b − pbf c

i e i
a

)
= 0.
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Деформация связей ОТО

f-ОТО:
H = 0, Hi = 0,

g-ОТО:
H̄ = 0, H̄i = 0,

Бигравитация:

S ≡ H̄ + Ṽ (xab, pa) = 0,
Si ≡ H̄ + Ṽi(xab, pa) = 0,
R ≡ H + W̃ (xab, pa)

(
+uS + uiSi

)
= 0,

Ri ≡ Hi + H̄i = 0.
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Вспомогательные переменные и связи

ОТО: N,N i . ОТО (тетрады): N,N i , λab.
Бигравитация: N,N i , u, ui .
Бигравитация (тетрады): N, N i , u, ui , λ+ab, λ

−
ab, Λa, Λab, pa.

п-я связь → рез.1 → рез.2 → рез.3
N R ≈ 0
N i Ri ≈ 0
λ+ab L+

ab ≈ 0
u S = 0 → Ω = 0 → {S,Ω} 6= 0 → u
ui Si = 0 → pa

Λa Ga = 0 → ui

λ−ab L−ab = 0 → {L−ab,Gcd} 6= 0 → Λcd = 0
Λab Gab = 0 → {Gab, L−cd} 6= 0 → λ−cd = 0
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Степени свободы

DOF =
1
2

(n − 2nf .c. − ns.c.) .

БиГ БиГ (dRGT) БиГ(тетрады)
(q, p) (γij , π

ij), (ηij ,Π
ij) (γij , π

ij), (ηij ,Π
ij) (eia, π

ia), (fia,Πia)
n 24 24 36

1 род R,Ri R,Ri R,Ri , L+ab
nf .c. 4 4 7
2 род — S,Ω S,Ω, L−ab,Gab
ns.c. 0 2 8
DoF 8 7 7
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Особенности тетрадного гамильтонова
формализма

Линейность гамильтониана по N,N i , λ+ab, λ
−
ab, Λa,Λab.

Линейность потенциала (и гамильтониана) по u, ui .
Нелинейная зависимость потенциала от pa.
Линейная зависимость связи Si = 0 от pa. Решение:

pa =
1
β1e

f i
a H̄i , или в общем случае pa =

1
e
H̄i f ibC−1

ba .

Линейная зависимость связи Ga = 0 от ui . Решение:

ui = paf ib

[
δab√
1 + p2

+ u

(
fjae

j
b − δab

fjcpce jdpd√
1 + p2(

√
1 + p2 + 1)

)]
.
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Взаимодействие с материей

две материи (f -материя и g -материя):[
L(f ) + L(f )

M (ψA, fµν)
]

+
[
L(g) + L(g)

M (φA, gµν)
]
−
√
−gU(fµν , gµν),

одна материя и одно взаимодействие:

L(f ) + L(g) + L(G)
M (φA,Gµν)−

√
−gU(fµν , gµν),

где Gµν – эффективная метрика

Gµν = a2fµν + b2gµν + 2abgµα
(√

g (−1)f
)α
ν
,

а GA
µ – эффективная тетрада

GA
µ = aFA

µ + bEA
µ , Gµν = GA

µ GνA.
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Пример: безмассовое скалярное поле

L(m) = −1
2

√
−GGµν∂µφ∂νφ = πφ̇− N̂Ĥ(m) − N̂ iĤ(m)

i ,

где

Ĥ(m) =
π2

2
√
ψ

+

√
ψ

2
ψij∂iφ∂jφ, Ĥ(m)

i = π∂iφ.

N̂ =
N√
−G⊥⊥

, N̂ i = N i − N
G⊥i

G⊥⊥
.

Здесь ψij = Gµν ∂Xµ

∂x i
∂Xν

∂x j – индуцированная метрика,
G⊥⊥, G⊥i – проекции тензора Gµν .

В.О. Соловьев Бигравитация, тетрады и материя



Пример: продолжение

Или
L(m) = πφ̇− NH(m) − N iH(m)

i ,

H(m) =

√
−G⊥⊥
2

(
π2
√
ψ

+
√
ψψij∂iφ∂jφ

)
+

+
(
ui − b2ukηkjψ

ij − 2abu(fjp)ψij) π∂iφ,

H(m)
i = π∂iφ. (1)

где

G⊥⊥ = a2 (−u2 + γijuiuj)+ 2ab
(
−εu + uieiapa)− b2,

ψij = a2γij + 2abf a
i eb

j

(
δab +

papb

ε + 1

)
+ b2ηij .
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Проблема духа Boulware-Deser

Без нового взаимодействия выполняется равенство

D(S,Si)

D(u, uj)
≡ det

∣∣∣∣ ∂2U
∂uα∂uβ

∣∣∣∣ = 0,

означающее функциональную зависимость уравнений
S = 0, Si = 0, т.е невозможность разрешить их
относительно вспомогательных переменных u, ui . Тогда
S = 0 становится связью в узком смысле, и дух B-D
исключается.
С новым взаимодействием в тетрадном подходе требуется
обращение в ноль расширенного якобиана:

D(S,Si ,Ga)

D(u, uj , pa)
= 0

.
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Якобиан

J =
D(S,Si ,Ga)

D(u, uj , pb)
=


∂S
∂u

∂S
∂ui

∂S
∂pa

∂Sj
∂u

∂Sj
∂ui

∂Sj
∂pa

∂Gb
∂u

∂Gb
∂ui

∂Gb
∂pa

 .

Производные:

∂S
∂u

=
∂2(Ũ +H(m))

∂u2 6= 0,

∂S
∂ui =

∂2(Ũ +H(m))

∂u∂ui =
∂Si

∂u
6= 0,

∂Sj

∂ui =
∂2(Ũ +H(m))

∂ui∂uj 6= 0.
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Заключение

Тетрады позволяют записать потенциал dRGT как
функцию (при наложении дополнительных условий
симметричности).
Потенциал и условия симметричности линейны по
вспомогательным переменным u, ui .
По вспомогательной переменной pa действие не
варьируется, эта переменная определяется из условий
симметричности тетрад, т.е. уравнения связи (в
широком смысле).
Два вида материи, минимально и раздельно
взаимодействующие с двумя метриками, позволяют
избежать духа B-D.
Минимальное взаимодействие материи с
эффективной метрикой воскрешает дух B-D.
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