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Ââåäåíèå

Ïîíÿòèå ïîëÿ â ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì,

è â øèðîêîì ñìûñëå âñÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà ñåé÷àñ ìîæåò áûòü íà-

çâàíà òåîðèåé ïîëÿ. Ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì òàêæå âåçäåñóù, îáúåäè-

íÿåò ñâîèì ÿçûêîì àáñîëþòíî íåïîõîæèå îáëàñòè ôèçèêè è ðàäóåò íàñ

íåñîìíåííûì ìàòåìàòè÷åñêèì î÷àðîâàíèåì. ×óâñòâî ãëóáîêîãî óäîâëå-

òâîðåíèÿ âûçûâàåò âîçìîæíîñòü íåìåäëåííî ïåðåõîäèòü ñ åãî ïîìîùüþ

îò êëàññè÷åñêîé ê êâàíòîâîé òåîðèè, à òàêæå èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå

âàæíûå ñâîéñòâà ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, òàêèå êàê ñèììåòðèè, èíòåãðèðóå-

ìîñòü, óñòîé÷èâîñòü è äð.

Ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì òåîðèè ïîëÿ ïîÿâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðå-

äåëüíîãî ïåðåõîäà îò ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòå-

ïåíåé ñâîáîäû ê ñèñòåìàì ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, ïå-

ðåõîäà îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ. È ãàìèëüòîíèàí, è ñêîáêè

Ïóàññîíà â òåîðèè ïîëÿ îáû÷íî âûðàæàþòñÿ èíòåãðàëàìè ïî îáëàñòè

ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ïî åå îáúåìó. Îäíàêî â ôèçèêå áûâàþò ñóùåñòâåííû

íå òîëüêî îáúåìíûå, íî è ãðàíè÷íûå (ïîâåðõíîñòíûå) èíòåãðàëû. Ïðè-

ìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü ýíåðãèÿ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ æèäêîñòè,

òî÷å÷íûå ìàññû è çàðÿäû íà êîíöàõ îòêðûòîé ñòðóíû, ýíòðîïèÿ ÷åðíîé

äûðû è ìíîãîå äðóãîå.

Èçëîæåíèå ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà â ñòàíäàðòíûõ ó÷åáíèêàõ íè-
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÷åãî íå ãîâîðèò íàì î òîì, êàê ðàáîòàòü ñ ýòèìè ãðàíè÷íûìè ÷ëåíàìè,

êàêîâà èõ ðîëü â ãàìèëüòîíèàíå. Øàã âïåðåä â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë

ñäåëàí â ðàáîòå, íàïèñàííîé â 1974 ãîäó Ðåäæå è Òåéòåëüáîéìîì [1],

÷èñëî öèòèðîâàíèé åå çà ãîä ïîñòîÿííî âîçðàñòàåò. Ïî ñóòè äåëà áû-

ëà óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ïîâåðõíîñòíûìè ÷ëåíàìè â ãàìèëüòîíèàíå

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, îñíîâàííàÿ íà âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå è ïî-

íÿòèè �ñâîáîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé� [2]. Ñëåäóþùèì øàãîì, ïî ëîãè-

êå âåùåé, äîëæåí áûë ñòàòü ó÷åò ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ â ñêîáêàõ

Ïóàññîíà. Äâèæåíèå â ýòîì íàïðàâëåíèè íàìå÷åíî óæå â ñàìîé ðàáîòå

Ðåäæå-Òåéòåëüáîéìà, íî â íå ñëèøêîì ÿâíîé ôîðìå, áåç àêöåíòèðîâàíèÿ

ýòîãî øàãà. À èìåííî, áûëà âûâåäåíà àëãåáðà Ïóàíêàðå äëÿ ãåíåðàòîðîâ

ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà, ò.å âû÷èñëåíû ñêîáêè Ïóàññîíà ìåæäó íèìè

ñ ñîõðàíåíèåì ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ, îòëè÷íûõ îò íóëÿ ïðè ïðèíÿòûõ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Îäíàêî ñàìî âû÷èñëåíèå ñêîáîê Ïóàññîíà ïðîèç-

âîäèëîñü ïî ñòàíäàðòíîé ôîðìóëå, êîòîðàÿ, êàê ïîçæå âûÿñíèëîñü, íå

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ßêîáè, òî÷íåå, óäîâëåòâîðÿåò åìó ëèøü ïî ìî-

äóëþ ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ (èíòåãðàëîâ îò äèâåðãåíöèé). Èíûìè ñëîâà-

ìè, çäåñü ñêðûâàëîñü ïðîòèâîðå÷èå: ñ îäíîé ñòîðîíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òîæäåñòâà ßêîáè ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû èãíîðèðóþòñÿ, ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, ïðè ðàññìîòðåíèè àëãåáðû Ïóàíêàðå ýòè ÷ëåíû ñîõðàíÿþòñÿ è èìåþò

ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

Â äèññåðòàöèè ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå ïîäõîäû ê îïèñàíèþ â ãàìèëü-

òîíîâîì ôîðìàëèçìå òåîðèè ïîëÿ çàäà÷ ñ íåòðèâèàëüíûìè ãðàíè÷íû-

ìè óñëîâèÿìè. Íàïðèìåð, ïðåäëîæåí ìåòîä íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòè÷å-

ñêèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, îñíîâàííûé íà ãëîáàëüíîì ïîäõîäå ê òåîðåìå

Ý. Íåòåð [3]. Ïðåäëàãàåòñÿ íîâîå îïðåäåëåíèå ñêîáîê Ïóàññîíà, îòëè÷à-

7



þùååñÿ îò ñòàíäàðòíîãî ïîâåðõíîñòíûìè ÷ëåíàìè è òî÷íî óäîâëåòâîðÿ-

þùåå òîæäåñòâó ßêîáè. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ íîâîé òî÷êè çðåíèÿ ðàññìàò-

ðèâàòü ôèçè÷åñêèå çàäà÷è ñ íåòðèâèàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Íîâàÿ ôîðìóëà äëÿ ñêîáîê Ïóàññîíà ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ áîëåå øè-

ðîêèìè êëàññàìè ôóíêöèîíàëîâ è ïîýòîìó ñîçäàåò ïðîñòîð äëÿ áîëåå

äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è âîçìîæíîñòåé èõ

èçìåíåíèÿ â òåîðèè ãðàâèòàöèîííûõ è êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé, à òàêæå

â òåîðèè ñòðóí è áðàí, â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä. Â äèññåðòàöèè ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ ïðèìåíåíèÿ íîâûõ ìåòîäîâ ê çàäà÷àì ðåàëèçàöèè àëãåáðû

Ïóàíêàðå â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ê àíàëèçó îñîáåííîñòåé ôîð-

ìàëèçìà Àøòåêàðà, ê âû÷èñëåíèþ ýíòðîïèè ÷åðíûõ äûð, ê çàäà÷àì ñî

ñâîáîäíîé ãðàíèöåé â ãèäðîäèíàìèêå íåâÿçêîé æèäêîñòè.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è ðåàëèçà-

öèè àëãåáðû Ïóàíêàðå â àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè

îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ,

âîçíèêàþùèõ ïðè âû÷èñëåíèè ñêîáîê Ïóàññîíà. Ïîñëåäíåå îòëè÷àåò ïðåä-

ëîæåííûé àâòîðîì ïîäõîä îò ïîäõîäà Ðåäæå è Òåéòåëüáîéìà. Ïðåèìó-

ùåñòâà èçëàãàåìîãî ìåòîäà ïîçâîëèëè ðåøèòü çàäà÷ó ïðè êîâàðèàíòíûõ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, à â ÷àñòíîì ñëó÷àå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

îáîáùèòü óñëîâèÿ, èñïîëüçîâàííûå Ðåäæå è Òåéòåëüáîéìîì.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ îáùåãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ çàêîíîâ

ñîõðàíåíèÿ äëÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ èíòåãðàëàìè

íå ïî îáúåìó ïðîñòðàíñòâà, à ïî ãðàíèöå îáúåìà, ò.å ïî ïîâåðõíîñòè. Ýòè

çàêîíû ìîãóò áûòü íàçâàíû àñèìïòîòè÷åñêèìè. Ìåòîä íå ÿâëÿåòñÿ ñïå-

öèôè÷åñêè ãàìèëüòîíîâûì, à ìîæåò ñ óñïåõîì ïðèìåíÿòüñÿ è â ëàãðàí-

æåâîì ôîðìàëèçìå. Îäíàêî èñòîðè÷åñêè ñëîæèëîñü òàê, ÷òî îí ïîÿâèëñÿ
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â ãàìèëüòîíîâîé ôîðìóëèðîâêå îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ïîýòîìó

çíà÷èòåëüíîå ìåñòî áóäåò îòâåäåíî èìåííî ýòîé çàäà÷å.

Â 3 ãëàâå îáðàùàåòñÿ âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñòàíäàðòíûå ñêîáêè Ïóàñ-

ñîíà íå óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó ßêîáè, åñëè âî âíèìàíèå ïðèíèìàþò-

ñÿ ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû. Êîíå÷íî, èíîãäà ïîëîæåíèå ìîæåò áûòü èñ-

ïðàâëåíî ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå èíòåðåñíîé

âîçìîæíîñòü ìîäèôèöèðîâàòü ñòàíäàðòíûå ñêîáêè, äîáàâëÿÿ ê íèì ïî-

âåðõíîñòíûå ÷ëåíû îïðåäåëåííîãî âèäà, ñ òåì ÷òîáû íîâûå ñêîáêè óäî-

âëåòâîðÿëè òîæäåñòâó ßêîáè òî÷íî. Çäåñü ïîëåçíûìè îêàçûâàþòñÿ òàê

íàçûâàåìûå âûñøèå ýéëåðîâû îïåðàòîðû. Ñ èõ ïîìîùüþ ñòðîèòñÿ íîâàÿ

ôîðìóëà äëÿ ñêîáîê Ïóàññîíà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü òàêæå âûðàæåíà ÷å-

ðåç ïðîèçâîäíûå Ôðåøå. Â ýòîé ãëàâå äëÿ íîâûõ ñêîáîê Ïóàññîíà ÿâíû-

ìè âû÷èñëåíèÿìè äîêàçûâàåòñÿ òîæäåñòâî ßêîáè â íåñêîëüêèõ âàæíûõ

ñëó÷àÿõ.

Ïîñòðîåíèå íàèáîëåå îáùåãî äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâà ßêîáè âûïîë-

íåíî â 4 ãëàâå äèññåðòàöèè, ãäå ïî àíàëîãèè ñ àïïàðàòîì ôîðìàëüíîãî

âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ïîñòðîåííîãî â ðàáîòàõ Ãåëüôàíäà, Äèêîãî,

Äîðôìàí è äðóãèõ àâòîðîâ, íî óæå áåç îòáðàñûâàíèÿ äèâåðãåíöèé, ââî-

äÿòñÿ òàêèå êîíñòðóêöèè êàê äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû, ýâîëþöèîííûå

âåêòîðíûå ïîëÿ è ìóëüòè-âåêòîðû. Òîãäà îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì îïðå-

äåëèòü ñêîáêó Ñõîóòåíà-Íåéåíõåéñà è äîêàçàòü, ÷òî åå îáðàùåíèå â íîëü

äëÿ áèâåêòîðà îçíà÷àåò, ÷òî ïîñòðîåííàÿ íà åãî îñíîâå ñêîáêà Ïóàññîíà

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ßêîáè òî÷íî.

Â ãëàâå 5 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îá èíâàðèàíòíîñòè ñêîáîê Ïóàññîíà

îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëåé. Ïîêàçà-

íî, ÷òî ââåäåííàÿ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ñêîáêà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé.
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Ïîïóòíî äåëàåòñÿ ñðàâíåíèå ñ ââåäåííîé ïîçäíåå ñêîáêîé Áåðèíãà [55] è

ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñêîáêà Áåðèíãà íå îáëàäàåò íåîáõîäèìîé èíâàðèàíò-

íîñòüþ. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà, êàê è ñêîáêà

Áåðèíãà, èíâàðèàíòíà ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî äèâåðãåíöèé.

Ãëàâà 6 ïîñâÿùåíà ïðèëîæåíèþ íîâîé ñêîáêè Ïóàññîíà ê ãàìèëüòîíî-

âó ôîðìàëèçìó ÎÒÎ, ïðåäëîæåííîìó Àøòåêàðîì. Îòëè÷èÿ ôîðìàëèç-

ìà Àøòåêàðà îò áîëåå ðàííåãî ôîðìàëèçìà Àðíîâèòòà, Äåçåðà, Ìèçíåðà

(ÀÄÌ) ïðèçâàíû îáëåã÷èòü ïåðåõîä ê êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè. Ìû

ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ñäåëàííîå Àøòåêàðîì, íå

ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì, åñëè ó÷èòûâàþòñÿ ïîâåðõíîñò-

íûå ÷ëåíû. Ïîýòîìó â çàäà÷àõ, ãäå ðîëü ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ ìî-

æåò áûòü ñóùåñòâåííîé, êî âñåì âû÷èñëåíèÿì, âûïîëíåííûì â ïðåäïî-

ëîæåíèè î êàíîíè÷íîñòè ïåðåìåííûõ, äîëæíû áûòü ñäåëàíû ïîïðàâêè.

Â ÷àñòíîñòè ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó î çàìûêàíèè àëãåáðû ãåíåðàòîðîâ

3-ìåðíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ è êàëèáðîâî÷íûõ âðàùåíèé áàçèñîâ è ïî-

êàçûâàåì, ÷òî ïðè ó÷åòå âñåõ ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ ìîæíî ïóòåì äîáàâ-

ëåíèÿ ê ñâÿçÿì ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ äîáèòüñÿ çàìûêàíèÿ àëãåáðû

íåçàâèñèìî îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Â ãëàâå 7 ðàññìîòðåíà çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ýíòðîïèè ÷åðíîé äûðû èñ-

õîäÿ èç èäåè, ÷òî íà ãîðèçîíòå ìåíÿåòñÿ ñìûñë êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé è íåêîòîðûå èç ïàðàìåòðîâ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòàíîâÿòñÿ

ôèçè÷åñêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, ïðåäëîæåí-

íûõ â ðàáîòå Êàðëèïà [56], ïîêàçàíî, ÷òî ïîñòðîåííûå òàì ãåíåðàòîðû

íå ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè â ñìûñëå Ðåäæå-Òåéòåëüáîéìà è ñòàíäàðòíûå

ñêîáêè Ïóàññîíà äëÿ íèõ ïëîõî îïðåäåëåíû. Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè íî-

âîé ôîðìóëû äëÿ ñêîáîê Ïóàññîíà ñóùåñòâåííî øèðå è ñ åå ïîìîùüþ
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êîððåêòíî ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè.

Ãëàâà 8 ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ôîðìàëèçìà ãëàâû 4 ê çàäà÷å ñî ñâî-

áîäíîé ãðàíèöåé, êîíêðåòíûì ïðèìåðîì çäåñü ñëóæèò ãèäðîäèíàìèêà

ñæèìàåìîé èäåàëüíîé (ò.å. íåâÿçêîé) æèäêîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê

ëàãðàíæåâ, òàê è ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì, êàê â ýéëåðîâûõ ïåðåìåí-

íûõ, òàê è â ëàãðàíæåâûõ. Ïîêàçàíî, ÷òî èçâåñòíûå èç ëàãðàíæåâà ôîð-

ìàëèçìà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âîçíèêàþò â ãàìèëüòîíîâîì ôîðìàëèçìå ñ

ïîâåðõíîñòíûìè ÷ëåíàìè êàê óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ãàìèëüòîíîâà âåê-

òîðíîãî ïîëÿ.

Â Çàêëþ÷åíèè ôîðìóëèðóþòñÿ ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
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Ãëàâà 1

Àëãåáðà Ïóàíêàðå â àñèìïòîòè÷åñêè

ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ýòîé ãëàâå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñòàíäàðòíûì ôîðìóëàì ñêîáêè Ïóàññîíà

ãåíåðàòîðîâ ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà ÎÒÎ ñ ó÷åòîì âñåõ ïîâåðõíîñò-

íûõ ÷ëåíîâ. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî êàê ÷àñòíîå

ðåøåíèå óðàâíåíèé ÎÒÎ, òî äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ ãðóï-

ïà Ïóàíêàðå, ÿâëÿþùàÿñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïïû Ïóàíêàðå

è áåñêîíå÷íîé ïîäãðóïïû, è àëãåáðà ãåíåðàòîðîâ ýòîé ãðóïïû, ñîäåðæà-

ùèõ ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû, çàìûêàåòñÿ. Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîãî

ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îêàçûâàåòñÿ òàêæå âîçìîæíûì ðåàëèçîâàòü àë-

ãåáðó àñèìïòîòè÷åñêîé ãðóïïû Ïóàíêàðå. Íàéäåí èíâàðèàíòíûé ïî îò-

íîøåíèþ ê âûáîðó ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ îäíîâðå-

ìåííîñòè êðèòåðèé ýòîé ðåàëèçàöèè. Ïðè ýòîì íà ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ

ââîäèòñÿ è èñïîëüçóåòñÿ �ôîíîâàÿ� ïëîñêàÿ ìåòðèêà, êîòîðàÿ âìåñòå ñ

ñîõðàíÿþùåé åå ãðóïïîé Ïóàíêàðå îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî, îäíàêî ÷èñ-

ëåííûå çíà÷åíèÿ ãåíåðàòîðîâ íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé ñâÿçè íå ñîäåðæàò
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íèêàêîãî ïðîèçâîëà. Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè ãàëèëååâñêîé ìåòðèêè ïîëó-

÷åíî óòî÷íåíèå øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Äàí ðåöåïò

ïðèìåíåíèÿ ðàçëîæåíèÿ Àðíîâèòòà-Äåçåðà-Ìèçíåðà ïðè ìåäëåííî óáû-

âàþùåì âêëàäå îò ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò è âðåìåíè.

Èçâåñòíî, ÷òî êàíîíè÷åñêèé ôîðìàëèçì ÎÒÎ äëÿ òîïîëîãè÷åñêè îò-

êðûòûõ ïðîñòðàíñòâ îáëàäàåò êà÷åñòâåííûì ñâîåîáðàçèåì ïî ñðàâíåíèþ

ñî ñëó÷àåì çàìêíóòîãî ïðîñòðàíñòâà. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ Äè-

ðàêà [5, 4] è Àðíîâèòòà, Äåçåðà, Ìèçíåðà (ÀÄÌ) [6], îòëè÷èå ñîñòîèò â

íåîáõîäèìîñòè äîáàâëåíèÿ ê ãàìèëüòîíèàíó ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ,

â ðåçóëüòàòå ÷åãî îí ìîæåò ïðèíèìàòü íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ íà ðåøåíè-

ÿõ óðàâíåíèé ñâÿçè. Ýâðèñòè÷åñêàÿ àðãóìåíòàöèÿ ðàáîò [5, 4, 6] âïî-

ñëåäñòâèè ïîëó÷èëà áîëåå ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå â ñòàòüå

Ðåäæå è Òåéòåëüáîéìà [1]. Íåêîòîðûå óòî÷íåíèÿ â ïîñòàíîâêó çàäà÷è,

îáùóþ äëÿ âñåõ ýòèõ ïóáëèêàöèé, áûëè âíåñåíû ðàáîòîé Ïóõîâà [30].

Â ýòîé ãëàâå áóäóò èçëîæåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [31,

32], ïðåäñòàâëÿþùèå äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîäîâ ñòàòüè [1] â íàïðàâ-

ëåíèè ñíÿòèÿ ðÿäà îãðàíè÷åíèé è, òàêèì îáðàçîì, ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè

ïðèìåíèìîñòè ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà ÎÒÎ. Ïðåäëàãàåìûå çäåñü ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè èíâàðèàíòíû ïî îò-

íîøåíèþ ê âûáîðó ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ãèïåðïîâåðõíîñòè îäíîâðåìåí-

íîñòè è íàêëàäûâàþòñÿ íå íà îòäåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñâÿçè, à íà

îðáèòû, îáðàçóåìûå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèåì ãðóïïû Ïóàí-

êàðå íà ñîñòîÿíèÿ. Ýòî ïîçâîëèëî òàêæå óòî÷íèòü óñëîâèÿ è äëÿ òîãî

÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (àñèìïòîòè÷åñêè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò), ðàññìîòðåíè-

åì êîòîðîãî îãðàíè÷èâàëèñü àâòîðû ðàáîò [5, 4, 6, 1, 30].

1.2 Àëãåáðà ñâÿçåé è ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû

Áóäåì çäåñü èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ ÀÄÌ, ò.å. ïðèìåì â êà÷åñòâå
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êàíîíè÷åñêîé ïåðåìåííîé ìåòðèêó gij, èíäóöèðîâàííóþ íà ïðîñòðàí-

ñòâåííîïîäîáíîé ïîâåðõíîñòè x0 =const è ñîïðÿæåííûå èìïóëüñû πij =

−√g(K ij − gijK), ãäå Kij � âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ãèïåðïî-

âåðõíîñòè, g = Det||gij||, gikgkj = δji , K = gijKij, æîíãëèðîâàíèå èí-

äåêñàìè ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ gij, gij, ëàòèíñêèå èíäåêñû ïðîáåãàþò

çíà÷åíèÿ 1,2,3, ãðå÷åñêèå � 0,1,2,3. Ôîðìàëèçì ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè è

îïèñàíèå ãèïåðïîâåðõíîñòåé èñ÷åðïûâàþùèì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíû â

êíèãå Ñõîóòåíà è Ñòðîéêà [7]. Ïåðåìåííûå ÀÄÌ ïîä÷èíåíû ÷åòûðåì

óðàâíåíèÿì ñâÿçè, êîòîðûå ïðè îòñóòñòâèè ïîëåé ìàòåðèè èìåþò âèä:

H ≡ − 1
√
g

(
gR +

π2

2
− Spπ2

)
= 0, Hi ≡ −2πji|j = 0, (1.1)

ãäå R � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ãèïåðïîâåðõíîñòè, Spπ2 = πijπ
ij, âåðòè-

êàëüíàÿ ÷åðòà îáîçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ, îïðåäåëÿåìóþ

ìåòðèêîé gij. Ìû íå ðàññìàòðèâàåì ïîëÿ ìàòåðèè, ïîñêîëüêó ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ èõ áûñòðîå óáûâàíèå íà áåñêîíå÷íîñòè, êîãäà îíè íå äàþò âêëà-

äà â ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû. Ñâÿçè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 4 óðàâíåíèÿ

ÎÒÎ èç 10, à èìåííî, óðàâíåíèÿ íå ñîäåðæàùèå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ

ìåòðèêè gµν ïî âðåìåíè. Îñòàëüíûå 6 óðàâíåíèé ÎÒÎ ýêâèâàëåíòíû 12

êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì

gij,0 =
δH

δπij
, πij,0 = − δH

δgij
,

ãäå

H = H0 ≡
∫ (

NH +N iHi

)
d3x,

δH

δπij
= Ni|j +Nj|i +

2N
√
g

(
πij − gij

π

2

)
,

δH

δgij
= N
√
g

(
Rij − 1

2
gijR

)
−√g

(
N |ij − gijN |m|m

)
− 2N
√
g

(
πij

π

2
− πimπjm

)
+

+
Ngij

2
√
g

(
π2

2
− Spπ2

)
−
(
Nmπij

)
|m +N i

|mπ
jm +N j

|mπ
im,

(1.2)

Rij � òåíçîð Ðè÷÷è ãèïåðïîâåðõíîñòè,N èN i èãðàþò ðîëü ëàãðàíæåâûõ

ìíîæèòåëåé ïðè ñâÿçÿõ â ãàìèëüòîíèàíå. Ñêîáêà Ïóàññîíà îïðåäåëÿåòñÿ

ñòàíäàðòíîé ôîðìóëîé

{F,G} =

∫ (
δF

δgij

δG

δπij
− δG

δgij

δF

δπij

)
d3x. (1.3)
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Ñâÿçè â ãàìèëüòîíîâîì ôîðìàëèçìå ÎÒÎ ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè ïðå-

îáðàçîâàíèé êîîðäèíàò, íàïðèìåð,

{gij(x),

∫
λkHkd

3y} = λi|j + λj|i,

{πij(x),

∫
λkHkd

3y} =
(
λmπij

)
|m + λi |mπ

jm + λj|mπ
im,

(1.4)

ò.å. Hk ãåíåðèðóåò ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ãèïåðïîâåðõíîñòè. Â òî

æå âðåìÿ H ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ïåðåõîäà íà íîâóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü.

Äëÿ ãàìèëüòîíèàíà â öåëîì âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå{
H0(λ, λi), H0(β, βj)

}
= H0(α, αk),

ãäå

α = λiβ,i − βiλ,i,

αk = γki(λβ,i − βλ,i) + λiβk,i − βiλk,i.

(1.5)

Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â αk âõîäèò, êðîìå ïàðà-

ìåòðîâ λ, β, λi, βj, ïåðåìåííàÿ γki, èìåþùàÿ íåíóëåâûå ñêîáêè Ïóàññîíà

ñî ñâÿçÿìè, ñâÿçè íå îáðàçóþò àëãåáðû â ñòðîãîì ñìûñëå ñëîâà, õîòÿ è

íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè. Îáñóæäåíèå ýòîé òîíêîñòè ìîæíî íàéòè, íàïðè-

ìåð, â ðàáîòàõ [23, 24].

Äî ñèõ ïîð íàìè ðàññìàòðèâàëèñü (1.4), (1.5) ëèøü ãåíåðàòîðû ïðåîá-

ðàçîâàíèé, íå çàòðàãèâàþùèõ ãðàíèöó îáëàñòè, è èõ êîììóòàòîðû. Ïðè

ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî äîáàâëåíèå ê ñâÿçÿì êàêèõ-ëèáî äèâåðãåíòíûõ ÷ëå-

íîâ íèêàê íå ñêàçûâàëîñü, ò.å. ãåíåðàòîðû áûëè îïðåäåëåíû ëèøü ñ òî÷-

íîñòüþ äî ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ. Òåïåðü ïåðåéäåì ê èíòåðåñóþùåìó íàñ

ñëó÷àþ ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèé, îòëè÷íûõ îò íóëÿ íà ãðàíèöå.

Ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå ñêîáîê Ïóàññîíà (1.3), èñïîëüçóþùåå ïðîèç-

âîäíûå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà, ïîçâîëÿåò ôîðìàëüíî âû÷èñëÿòü ýòè ñêîáêè

âìåñòå ñî âñåìè ïîâåðõíîñòíûìè èíòåãðàëàìè, èñõîäÿ èç åùå íå ïåðå-

îïðåäåëåííîãî ãåíåðàòîðà ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (1.2):{
H0(λ, λi), H0(β, βj)

}
f

= H0(α, αk) +

∮
2πjkα

kdSi+ (1.6)
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+

∮
H
(
λβj − βλj

)
dSj −

∮
πkm

[
(βk|m + βm|k)λ

j − (λk|m + λm|k)β
j
]
dSi+

+

∮
2
√
gRj

i (λβ
i − βλi)dSj +

∮
2
√
g(gimgjn − gijgmn)(λiβ|mn − βiλ|mn)dSj,

ãäå α, αk îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå êàê è â (1.5). Ìû áóäåì ïîìå÷àòü ýòè ñêîá-

êè Ïóàññîíà çíà÷êîì f , óêàçûâàþùèì íà ôîðìàëüíîñòü èõ âû÷èñëåíèÿ,

ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü (1.6) ïîêà íå îïðåäåëåíà â ñìûñëå âàðèàöèîííîãî

ïðèíöèïà Ðåäæå-Òåéòåëüáîéìà, î êîòîðîì áóäåò ãîâîðèòüñÿ íèæå. Ïî-

âåðõíîñòíûå èíòåãðàëû, íåîáõîäèìûå äëÿ ïåðåîïðåäåëåíèÿ ãåíåðàòîðîâ

H0 → H = H0 +
∮
, áóäåì èñêàòü ñðåäè ÷ëåíîâ ïðàâîé ÷àñòè (1.6), ñ òåì

÷òîáû, ïîäñòàâèâ íîâûå ãåíåðàòîðû â ëåâóþ ÷àñòü, ïîëó÷èòü äëÿ íèõ

ñîîòíîøåíèå çàìêíóòîñòè (1.5).

Â ÎÒÎ â ñëó÷àå êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ áåç ãðàíèöû ñîîòíîøåíèå

(1.5) âûïîëíÿåòñÿ ïðè èñõîäíîì ãàìèëüòîíèàíå H0, âñå ïîâåðõíîñòíûå

èíòåãðàëû ïðè ýòîì îáðàùàþòñÿ â íóëü. Äëÿ íåêîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ,

ãðàíèöåé êîòîðûõ ñ÷èòàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ áåñêîíå÷íîñòü, ïðåäëàãà-

åòñÿ, èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêèå óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, èñêàòü àë-

ãåáðó ïðåîáðàçîâàíèé, äëÿ êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü (1.6) ñîäåðæèò òîëüêî

α, αk, à íå êàêèå-ëèáî äðóãèå êîìáèíàöèè ïàðàìåòðîâ λ, β, λi, βj. Òî-

ãäà â ïðàâîé ÷àñòè ìû áóäåì èìåòü íîâûé ãåíåðàòîð H = H0 +
∮
, äëÿ

êîòîðîãî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå (1.5).

1.3 Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ãðóïïà Ïóàíêàðå

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèé ÎÒÎ, è áóäåì èñïîëüçîâàòü â íåì ñíà÷àëà êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ

ìåòðèêà èìååò âèä

gµν = −(dx0)2 + gijdx
idxj.

Âûáðàâ ãèïåðïëîñêîñòü x0 =const â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîé
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ãèïåðïîâåðõíîñòè, ïîëó÷àåì íà÷àëüíûå äàííûå gij = hij, πij = 0, ãäå hij
� ïëîñêàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ìåòðèêà, ñèñòåìà ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîð-

äèíàò çäåñü ïðîèçâîëüíàÿ. Ïîäñòàâèâ ýòè gij, πij â ïðàâóþ ÷àñòü ñîîò-

íîøåíèÿ, ìû îáíàðóæèì òîëüêî îäèí îòëè÷íûé îò íóëÿ ïîâåðõíîñòíûé

èíòåãðàë ∮
2
√
h(himhjn − hijhmn)(λiβ|mn − βiλ|mn)dSi. (1.7)

Ïðåîáðàçóÿ åãî ê îáúåìíîìó, ïîëó÷àåì∫ [
(λi|j + λj|i)(β

|ij − hijβ|m|m)− (βi|j + βj|i)(λ
|ij − hijλ|m|m)

]√
hd3x,

îòêóäà âèäíî, ÷òî ïðè

λi|j + λj|i = 0, βi|j + βj|i = 0, λ|ij = 0, β|ij = 0 (1.8)

èíòåãðàë (1.7) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Â ñèëó ðàâåíñòâà íóëþ âíóòðåííåé

êðèâèçíû ãèïåðïîâåðõíîñòè âûïîëíÿþòñÿ òàêæå ðàâåíñòâà βi|kl = 0,

λi|kl = 0. Îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå âñåõ ñîîòíîøåíèé (1.8) íå ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì äëÿ îáðàùåíèÿ â íóëü îòäåëüíî âçÿòîãî èíòåãðàëà, îäíà-

êî òðåáóåòñÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àëãåáðû èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ óñëîâèå ðàâåíñòâà âûðàæåíèÿ (1.7) íóëþ. Ýòîé

àëãåáðå ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïà äâèæåíèé ãèïåðïëîñêîñòè (èëè ëþáîé åå

÷àñòè) â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, ò.å. ãðóïïà Ïóàíêàðå.

Ïðè ðàññìîòðåíèè âñåé ãèïåðïëîñêîñòè ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë (1.7)

ñòàíîâèòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ïî áåñêîíå÷íî óäàëåííîé äâóìåð-

íîé ïîâåðõíîñòè, è åãî ñõîäèìîñòü çàâèñèò îò àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäå-

íèÿ ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Áóäåì èñêàòü ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé

G0, îáðàùàþùèõ â íóëü (1.7) è äðóãèå ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû â (1.6) â

ñèëó ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé λ, λi, β, βi íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðè äîïîëíèòåëü-

íûõ óñëîâèÿõ èíâàðèàíòíîñòè G0 îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû

Ïóàíêàðå GP è ôàêòîðèçàöèè ãðóïïû G, ïîñòðîåííîé îáúåäèíåíèåì GP
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è G0, ò.å. GP = G/G0. Èíà÷å ãîâîðÿ, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ãðóïïà Ïóàíêàðå

ñòðîèòñÿ êàê ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå G = G0 iGP .

Ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë (1.7) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî

çàìåí êîîðäèíàò íà ãèïåðïîâåðõíîñòè, ïðè ðàññìîòðåíèè ìîæíî îãðàíè-

÷èòüñÿ ëþáîé âûáðàííîé ñèñòåìîé, íàïðèìåð, äåêàðòîâîé, ãäå hij = δij,

êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ñîâïàäàþò ñ ÷àñòíûìè, à óñëîâèÿ (1.8) äàþò

λ = Akx
k + a, λi = Aikx

k + ai, β = Bkx
k + b, (1.9)

βi = Bi
kx

k + bi, Aik = Aik = −Aki, Bi
k = Bik = −Bki.

Àñèìïòîòè÷åñêèå óñëîâèÿ áóäåì çàäàâàòü â âèäå ïîðÿäêà óáûâàíèÿ ôóíê-

öèé íà áåñêîíå÷íîñòè (áîëåå ñòðîãèå ôîðìóëèðîâêè, îñíîâàííûå íà âçâå-

øåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ðàáîòå [25]).

Òàê

ξα,β = O(r−ε), ε > 0, r =
√
xixi, (1.10)

îçíà÷àåò, ÷òî |rεξα,β| < C. Îãðàíè÷åíèå (1.10) õàðàêòåðèçóåò ïðåîáðàçî-

âàíèÿ êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè x
′α = xα + ξα(xβ), ñîõðàíÿþùèå

àñèìïòîòè÷åñêèå óñëîâèÿ gij − δij → 0, πij → 0. Óñëîâèå (1.10) ïðåäïî-

ëàãàåò, âîîáùå ãîâîðÿ,

ξα = O(r1−ε) (1.11)

ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ëîãàðèôìè÷åñêèõ ìíîæèòåëåé. Â äàëüíåéøåì áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûáîð ñäåëàí òàê, ÷òî â ãëàâíîì àñèìïòîòè÷åñêîì ïî-

ðÿäêå ξα îíè îòñóòñòâóþò.

Êîììóòèðóÿ ξ, ξi êîìïîíåíòû ξα ñ óäîâëåòâîðÿþùèìè (1.9), ïî ôîð-

ìóëàì (1.5) ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ñîõðàíåíèÿ (1.10) íåîáõîäèìî

ξα,βj = O(r−1−ε); (1.12)

äëÿ ñîõðàíåíèÿ (1.12) òðåáóåòñÿ óñëîâèå íà òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ è ò.ä.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ξ è ξi äîëæíî èçìåíÿòü ïî-

ðÿäîê óáûâàíèÿ íà r−1. Òàêèì îáðàçîì, èç àëãåáðû èñêëþ÷àþòñÿ �êîîð-

äèíàòíûå âîëíû�, ò.å. ôóíêöèè, îñöèëëèðóþùèå ïî ðàäèàëüíîé ïåðåìåí-

18



íîé. ßñíî, ÷òî ïóàíêàðå-èíâàðèàíòíîñòü òðåáóåò òàêîãî æå ïîíèæåíèÿ

ïîðÿäêà è ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî âðåìåíè.

Âåðíåìñÿ ê óñëîâèÿì îáðàùåíèÿ â íóëü èíòåãðàëà (1.7) äëÿ ξα =

(ξ, ξi), óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.10)�(1.12). Òîãäà ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæå-

íèå â (1.7) èìååò àñèìïòîòèêó O(r−2ε), è êàæåòñÿ íåîáõîäèìûì ïîòðåáî-

âàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ε > 1. Îäíàêî ìîæíî çàäàòü ðàçíûå àñèìïòî-

òèêè äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ïî îòíîøåíèþ ê ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè

÷àñòåé

ξα = O−(r1−ε) +O+(r1−δ); (1.13)

òîãäà ξα,β = O+(r−ε)+O−(r−δ) è ò.ä. Ïðèíÿòü δ > 1 íåîáõîäèìî äëÿ îòäå-

ëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé èç G0 (â ÷àñòíîñòè, �ñóïåðòðàíñëÿöèé�) îò îáû÷-

íûõ òðàíñëÿöèé, ïðèíàäëåæàùèõ GP , ò.å. äëÿ âûïîëíåíèÿ GP = G/G0.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèÿ (1.13) ñîõðàíÿþòñÿ ïðè êîììóòàöèè ñ

èíôèíèòåçèìàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ïóàíêàðå (1.9) ïðè |ε− δ| ≤ 1.

Âïåðâûå óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü áûëà ïðèíÿòà âî âíèìàíèå â ðàáîòå [1].

Ïðèíÿâ óñëîâèÿ (1.13), ìû ïîëó÷èì â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè (1.7)

÷ëåíû ñ àñèìïòîòèêàìè O+(r−2ε), O+(r−2δ), O−(r−ε−δ). Âêëàä â èíòå-

ãðàë ìîæåò äàâàòü òîëüêî íå÷åòíàÿ ÷àñòü, ïîýòîìó ïîëó÷àåì äëÿ G0

îãðàíè÷åíèå ε+ δ > 2.

Àíàëèç êîììóòàòîðîâ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîêàçûâàåò,

÷òî ãðóïïà G0 äîëæíà ñòðîèòüñÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ íà îñíîâå

óñëîâèé (1.13), ïðè÷åì |ε − δ| ≤ 1, ε + δ > 2. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðàñ-

ñìîòðåíèåì äåéñòâèÿ êîíå÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ òîé æå àñèìïòîòèêîé

íà ïåðåìåííûå gij, πij, ïðèíèìàþùèå ïðè ýòîì âèä

gij = δij + ξi,j + ξj,i + ξm,iξm,j − ξ0,iξ0,j, (1.14)

πij = ξ0
,ij − δijξ0

,kk +O−(r−1−2ε) +O−(r−1−2δ) +O+(r−1−ε−δ).

Ãèïåðïîâåðõíîñòü x
′0 =const íå áóäåò áîëüøå ãèïåðïëîñêîñòüþ, ïðè-

÷åì â ñèëó óðàâíåíèé Ãàóññà-Ïåòåðñîíà-Êîäàööè [7] òåíçîð Ðèìàíà åå
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âíóòðåííåé êðèâèçíû ïðîïîðöèîíàëåí êâàäðàòè÷íîé ôîðìå, ïîñòðîåí-

íîé èç πij, Rijk` = KikKj` −KjkKi`, ïðè÷åì Kij = − 1√
g

(
πij − gij π2

)
. Äëÿ

êîîðäèíàòíî-èíâàðèàíòíûõ îöåíîê êðèâèçíû ãèïåðïîâåðõíîñòè ñëåäó-

åò èñïîëüçîâàòü ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû, íàïðèìåð, SpK2. Àñèìïòîòè÷å-

ñêè ãëàâíûå ÷ëåíû, âîçíèêàþùèå çäåñü ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîîðäèíàò

è âðåìåíè ñ àñèìïòîòèêîé (1.13), èìåþò âèä SpK2 ∼ ξ0
,ijξ

0
,ij è ÿâëÿþò-

ñÿ çàâåäîìî íåîòðèöàòåëüíûìè, ïðè÷åì îáðàùåíèå â íóëü äîñòèãàåòñÿ

òîëüêî äëÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ξ0 = Akx
k + a. Òàêèì îáðàçîì, óñëî-

âèÿ (1.13) âìåñòå ñ íåðàâåíñòâàìè |ε − δ| ≤ 1, ε + δ > 2 ïðèâîäÿò ê

îãðàíè÷åíèþ

SpK2 = O+(r−3−µ) +O−(r−4−µ), µ > 0.

Ïðîâåäåííûé â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò àíàëèç, ââèäó èíâàðèàíò-

íîñòè ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ â (1.6), ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó-

÷àé ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàò íà ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ïóñòü G1 áóäåò ãðóï-

ïîé âñåõ äèôôåîìîðôèçìîâ ãèïåðïîâåðõíîñòè, òîãäà äëÿ g1 ∈ G1, g ∈

G, g1gg
−1
1 îïèñûâàåò ïðåîáðàçîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîé ãðóïïû Ïóàíêàðå

G â íîâûõ êîîðäèíàòàõ. Î÷åâèäíî, ÷òî g1Gg
−1
1 èçîìîðôíî G â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ îáùåé òåîðåìîé òåîðèè ãðóïï. Ïîäñòàâëÿÿ êîíêðåòíûé âèä ïðå-

îáðàçîâàíèÿ g1, ñâÿçûâàþùåãî âûáðàííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ äåêàðòî-

âîé, ìû âñåãäà ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêèå óñëîâèÿ, çàìåíÿþùèå (1.13).

1.4 Ëèíåàðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà ñ òåì, ÷òîáû íàéòè óñëîâèÿ çàìûêàíèÿ àëãåáðû ãåíåðàòîðîâ. Ïîäèí-

òåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëàõ (1.6), âîçíèêàþùèå

ïðè âû÷èñëåíèè ñêîáêè Ïóàññîíà ãåíåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðîèç-

âîëüíûõ íà ãðàíèöå îáëàñòè, èìåþò âèä áèëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïàðà-

ìåòðîâ λ, β, λi, βj è èõ ïðîèçâîäíûõ äî âòîðîãî ïîðÿäêà. Êîýôôèöèåíòû
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ýòèõ áèëèíåéíûõ ôîðì çàâèñÿò îò êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì πij

âõîäÿò ëèíåéíî èëè êâàäðàòè÷íî, à îò gij çàâèñèìîñòü íåïîëèíîìèàëü-

íàÿ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû â (1.6) êàê íåñîáñòâåí-

íûå ïî áåñêîíå÷íî óäàëåííîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóåò ïëîñêàÿ ôîíîâàÿ ìåòðèêà hij íà ãèïåðïîâåðõíîñòè, òàêàÿ

÷òî èìååò ñìûñë ðàçëîæåíèå ïîäèíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé ïî ñòåïåíÿì

Φij = gij−hij. Ïðè ýòîì âûáåðåì ïàðàìåòðû λ̄, β̄, λ̄i, β̄j óäîâëåòâîðÿþ-

ùèìè (1.8), òàê ÷òîáû îíè ïîðîæäàëè ãðóïïó äâèæåíèé ãèïåðïëîñêîñòè

â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî. Êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå â (1.8) áóäåì

âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ ïëîñêîé ìåòðèêè hij è îáîçíà÷àòü òî÷êîé ñ çà-

ïÿòîé, â îòëè÷èå îò âåðòèêàëüíîé ÷åðòû, îáîçíà÷àþùåé êîâàðèàíòíóþ

ïðîèçâîäíóþ, ïîñòðîåííóþ íà îñíîâå gij. Èíäåêñû â (1.8) òàêæå áóäåì

ïîäíèìàòü è îïóñêàòü ïðè ïîìîùè ôîíîâîé ìåòðèêè hij.

Òîãäà ïðè ïîäñòàíîâêå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì Φij â ïîâåðõíîñòíûå

èíòåãðàëû (1.6) îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷ëåíû íóëåâîãî ïî Φij, πij ïîðÿäêà

îòñóòñòâóþò, à ëèíåéíûå èìåþò âèä∮
2πjkᾱ

kdSj +

∮ √
h(himhjn − hijhmn)(Φmn;iᾱ− ᾱ,iΦmn)dSj,

ãäå ᾱ, ᾱk âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (1.5), íî âìåñòî gik ñëåäóåò ïîä-

ñòàâëÿòü hik. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ ᾱ, ᾱk âíîâü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.8) ñ

hij âìåñòî gij.

Â ðåçóëüòàòå ìû âèäèì, ÷òî ëèíåéíûé âêëàä â ïîâåðõíîñòíûå èíòå-

ãðàëû (1.6) äëÿ ñêîáêè Ïóàññîíà ãåíåðàòîðîâ ñ ïîêà íå îïðåäåëåííûìè

ïîâåðõíîñòíûìè ÷ëåíàìè ñîäåðæèò èç âñåõ âîçìîæíûõ áèëèíåéíûõ êîì-

áèíàöèé λ̄, β̄, λ̄i, β̄j òîëüêî ᾱ, ᾱk , ÷òî è òðåáóåòñÿ äëÿ àëãåáðû ãðóïïû

Ïóàíêàðå. Â êâàäðàòè÷íîì ïîðÿäêå ðàçëîæåíèÿ, êàê è â ïîëíîì âûðà-

æåíèè äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ, íå óäàåòñÿ óäîâëåòâîðèòü ýòîìó
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íåîáõîäèìîìó äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àëãåáðû òðåáîâàíèþ.

1.5 Êðèòåðèé ðåàëèçàöèè àëãåáðû Ïóàíêàðå

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñ-

êîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè òðåáóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çà-

äàòü òàê, ÷òîáû íà íåì äåéñòâîâàëè ãåíåðàòîðû ãðóïïû Ïóàíêàðå. Îñ-

íîâíîé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [1]:

gij − δij = O+(r−1) +O−(r−2), πij = O−(r−2) +O+(r−3), (1.15)

ïðè÷åì ïîðÿäîê ïîíèæàåòñÿ íà r−1 ïðè êàæäîì äèôôåðåíöèðîâàíèè.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðè òàêîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè ÿâíî âûäåëÿåòñÿ

äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîå ïî

îòíîøåíèþ ê âûáîðó ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ãèïåðïîâåðõíîñòè çàäàíèå

óñëîâèé íà áåñêîíå÷íîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî àëãåáðà Ïóàíêàðå â ñòðîãîì ñìûñëå ìîæåò áûòü ðåàëè-

çîâàíà òîëüêî íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé ñâÿçè. Ýòî ñëåäóåò èç ïðèñóòñòâèÿ

gik(x) â âûðàæåíèè äëÿ αk, î ÷åì óæå óïîìèíàëîñü. Íàì, îäíàêî, òðåáó-

åòñÿ âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå áîëåå øèðîêèé êëàññ ïðîñòðàíñòâ, íåîáõî-

äèìûé äëÿ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà. Çäåñü îñíîâîïîëàãàþùèì ÿâëÿåòñÿ

òðåáîâàíèå [1] âõîæäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé ñâÿçè â ôàçîâîå ïðîñòðàí-

ñòâî.

Äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé ÎÒÎ êðèòåðèé ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñ åâêëèäîâîé òîïîëîãè-

åé è ìåòðèêîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèÿì ÎÒÎ, ñîäåðæàëî ïðîñòðàí-

ñòâåííîïîäîáíûå ãèïåðïîâåðõíîñòè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè gij, πij, òàêèå

÷òî íà íèõ ìîæíî çàäàòü ôîíîâóþ ïëîñêóþ ìåòðèêó hij, óäîâëåòâîðèâ

ïðè ýòîì òðåì óñëîâèÿì.
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À. Âíåøíÿÿ êðèâèçíà ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêî-

íå÷íîñòè, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò µ > 0, òàêîå ÷òî

SpK2 ≡ 1

g

(
Spπ2 − π2

4

)
= O+(r−3−µ) +O−(r−4−µ). (1.16)

Á. Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû â (1.6) ëèíåàðèçóþòñÿ ïî Φij = gij − hij
è πij ïðè ïàðàìåòðàõ λ̄, β̄, λ̄i, β̄j, çàäàþùèõ áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå, ò.å.

λ̄;ik = β̄;ik = 0; λ̄i;k` = β̄i;k` = 0, (1.17)

λ̄i;k + λ̄k;i = β̄i;k + β̄k;i = 0,

{H0(λ̄, λ̄i), H0(β̄, β̄j)}f = H0(ᾱ, αk) +

∮
2πikᾱidSk+

+

∮ √
h(himhjn − hijhmn)(Φmn;iᾱ− ᾱ,iΦmn)dSj,

ãäå

H0(λ, λi) =

∫
(λH + λiHi)d

3x, ᾱ = λ̄iβ̄,i − β̄iλ̄,i,

ᾱk = hki(λ̄β̄,i − β̄λ̄,i) + λ̄jβ̄k,j − β̄jλ̄k,j,

αk = gki(λ̄β̄,i − β̄λ̄,i) + λ̄jβ̄k,j − β̄jλ̄k,j.

Â. Ëþáûå êîíå÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ãðóïïû Ïóàíêàðå, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå äâèæåíèÿì ãèïåðïëîñêîñòè ñ ìåòðèêîé hij â ïðîñòðàíñòâå Ìèí-

êîâñêîãî, íå äîëæíû ïðèâîäèòü ê íàðóøåíèþ óñëîâèé À è Á ïðè íåèç-

ìåííîé ôîíîâîé ìåòðèêå.

Îò ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Γh òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíî ñîäåðæàëî ñåìåé-

ñòâî íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñ åâêëèäîâîé òîïîëîãè-

åé, ïðè äàííîì âûáîðå ôîíîâîé ïëîñêîé ìåòðèêè hij, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì À, Á, Â, ïðè÷åì ðåøåíèå óðàâíåíèé ñâÿçè (íàïðèìåð, êàê â

ðàáîòå [30], ïî òåîðèè âîçìóùåíèé) íå äîëæíî âûâîäèòü çà ïðåäåëû ôà-

çîâîãî ïðîñòðàíñòâà è âàðèàöèè δΦij, δπij äîëæíû èìåòü òó æå ñàìóþ

àñèìïòîòèêó, ÷òî è ñàìè ôóíêöèè Φij, πij.
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Ïîñêîëüêó ÿâíûé âèä hij â îïðåäåëåíèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Γh

íå êîíêðåòèçèðóåòñÿ, à âñå óñëîâèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ íåçàâèñèìî îò âû-

áîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò, ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàç-

ëè÷íûì ôîíîâûì ìåòðèêàì hij, ýêâèâàëåíòíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò íà ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó â øèðîêîì ñìûñëå

ìîæíî ïîíèìàòü ïîä ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì Γ âñþ ñîâîêóïíîñòü Γh.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êàêàÿ-ëèáî ãèïåðïîâåðõíîñòü ñ íà÷àëüíûìè äàí-

íûìè gij, πij ïðèíàäëåæèò ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó, åñëè ñóùåñòâóåò hij,

òàêàÿ ÷òî gij, πij ïðèíàäëåæàò Γh. Ýòî ñâîéñòâî ïðèíàäëåæíîñòè Γ ìî-

æåò, ïî íàøåìó ìíåíèþ, èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå îäíîãî èç îïðåäåëå-

íèé àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêèõ íà÷àëüíûõ äàííûõ è àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñ-

êîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ðàçóìååòñÿ, âåñüìà îáùåå ïðåäñòàâëåíèå îá

àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, òðåáóþùåå ëèøü, ÷òîáû
(4)Rαβγδ → 0 ïðè gµν → ηµν íà áåñêîíå÷íîñòè, íåäîñòàòî÷íî äëÿ ðåàëè-

çàöèè â êàíîíè÷åñêîì ôîðìàëèçìå ÎÒÎ ãðóïïû Ïóàíêàðå.

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Γh ïåðåîïðåäå-

ëåííûå ãåíåðàòîðû

Hh(λ̄, λ̄i) = H0(λ̄, λ̄i) +

∮
2πikλ̄kdSi+ (1.18)

+

∮ √
h(himhjn − hijhmn)(Φmn;iλ̄− λ̄,iΦmn)dSj

óäîâëåòâîðÿþò âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó Ðåäæå-Òåéòåëüáîéìà [1], è ïî-

ýòîìó ôîðìàëüíóþ çàïèñü ñêîáîê Ïóàññîíà â (1.17) ìîæíî çàìåíèòü

îáû÷íîé:

{H0(λ̄, λ̄i), H0(β̄, β̄j)}f = {Hh(λ̄, λ̄i), Hh(β̄, β̄j)} ≈ Hh(ᾱ, ᾱk), (1.19)

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå ïî Äèðàêó [12].

Ìû ïîêàæåì òàêæå, ÷òî íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äåéñòâóåò àñèìïòî-

òè÷åñêàÿ ãðóïïà Ïóàíêàðå, ðàññìîòðåííàÿ âûøå äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ìèí-
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êîâñêîãî. Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ïîäãðóïïû G0 îñòàâëÿþò ãåíåðà-

òîðû èíâàðèàíòíûìè.

Íàêîíåö, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåõîä îò ôîíîâîé ìåòðèêè hij ê ëþáîé

äðóãîé ïëîñêîé ôîíîâîé ìåòðèêå h̃ij, êîòîðûé ìîæåò áûòü âûïîëíåí

ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò èç G0 ïðè íåèçìåííûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ

gij, πij, òàêæå íå îòðàæàåòñÿ íà ÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿõ ãåíåðàòîðîâ. Â

òî æå âðåìÿ íåóäà÷íûé âûáîð ïëîñêîé ìåòðèêè ïðèâîäèò ê âûõîäó çà

ïðåäåëû ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ê íàðóøåíèþ ãðóïïîâîé ñòðóêòóðû.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâàì. Ïîñêîëüêó âñå ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðà-

ëû â (1.6) è (1.7) ÿâíî èíâàðèàíòíû ïðè çàìåíàõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êî-

îðäèíàò, ðàññìîòðåíèå ìîæíî ïðîâîäèòü â ëþáîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå.

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè, ïîñêîëüêó àñèìïòîòè÷å-

ñêèå óñëîâèÿ â ýòîì ñëó÷àå íàêëàäûâàþòñÿ íàèáîëåå ïðîñòî.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ (hij = δij) íàøå

çàäàíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèâîäèò ê îáîáùåíèþ óñëîâèé (1.15),

èñïîëüçóåìûõ â ðàáîòå [1]. Ïàðàìåòðû λ̄, λ̄i ïðèíèìàþò âèä (1.9), à ãå-

íåðàòîð (1.18)

Hh(λ̄, λ̄i) =

∫ (
λ̄H + λ̄iHi

)
d3x+ P 0a− P iai +MkAk +

1

2
M ikAik, (1.20)

ãäå

P 0 =

∮
(Φij,i − Φii,j)dSj, P i = −

∮
2πijdSj,

Mk =

∮ [
xk(Φij,i − Φii,j)− Φkj + δkjΦii

]
dSj,

M ik = 2

∮ (
xkπij − xiπkj

)
dSj.()

(1.21)

Ýòè ôîðìóëû ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè ôîðìóëàìè èç [1]. Ïðèíÿòûå òàì àñèìïòîòè÷åñêèå óñëîâèÿ (1.15),

ñ îäíîé ñòîðîíû, îáåñïå÷èâàþò ñõîäèìîñòü ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ â

(1.20), à ñ äðóãîé, ïîçâîëÿþò âêëþ÷èòü â ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé ñâÿçè (1.1).
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Îäíàêî, ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû, äîáàâëåííûå ê ñâÿçÿì

â (1.20), â òî÷íîñòè ðàâíû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíû

ïî çíàêó îáúåìíûì èíòåãðàëàì îò ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ â ñàìèõ ñâÿçÿõ

HL = −(Φij,ij − Φii,jj), HL
i = −2πji,j,

äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü ñõîäèìîñòè ãåíåðàòîðà â öåëîì:

Hh(λ̄, λ̄i) =

∫ [
λ̄(H−HL) + λ̄i(Hi −HL

i )
]
d3x.

Ïðåäïîëàãàÿ âîçìîæíîñòü ðàçíîãî ïîðÿäêà óáûâàíèÿ äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åò-

íûõ ôóíêöèé, à òàêæå ñ÷èòàÿ, ÷òî ïåðâîå è âòîðîå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Φij è ïåðâîå äëÿ πij ïîíèæàþò ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êàæäûé ðàç íà r−1,

ïîëó÷àåì

gij − δij = O+(r−ε) +O−(r−δ), πij = O−(r−1−ε) +O+(r−1−δ), (1.22)

H−HL = O+(r−2−2ε) +O+(r−2−2δ) +O−(r−2−ε−δ) = Hi −HL
i .

Èíòåãðàë Hh(λ̄, λ̄i) ñõîäèòñÿ ïðè ε > 1/2, δ > 1/2, ε+δ > 2. Òðåáîâàíèå

âêëþ÷åíèÿ â ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèé ñâÿçè äàåò óñëî-

âèå ε ≤ 1, òðåáîâàíèå ïóàíêàðå-èíâàðèàíòíîñòè � |ε−δ| ≤ 1. Îáúåäèíÿÿ

âñå ýòè óñëîâèÿ ïîëó÷àåì

1/2 < ε ≤ 1, 2− ε < δ ≤ 1 + ε. (1.23)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè æå óñëîâèÿ òðåáóþòñÿ è äëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû, ðàññìîòðåííîãî â ðàáîòå [30], ãäå ïðåäëàãàåòñÿ

÷àñòíûé âûáîð ïàðàìåòðîâ ε = 1, δ > 1. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êîíå÷íîñòü

ìîæåò äîñòèãàòüñÿ è ïðè ε = 1/2, åñëè àñèìïòîòè÷åñêè ãëàâíûå ÷ëåíû

âîçíèêàþò çà ñ÷åò ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, êàê íàïðèìåð, â ðàáîòå [58]

, íî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (áóñòû) ïðèâîäÿò òîãäà ê ñëèøêîì èñêðèâ-

ëåííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, íàðóøàþùåé óñëîâèå (1.16). Â òî æå âðåìÿ

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, èñïîëüçóåìûå â îáçîðå [59] ε = δ = 1, íå îáåñïå-

÷èâàþò ñõîäèìîñòè íè ãåíåðàòîðà (1.20), íè ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû è
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ÿâëÿþòñÿ ïîýòîìó ñëèøêîì øèðîêèìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòè óñëîâèÿ

çàïðåùàþò âïîëíå äîïóñòèìûé ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ âûáîð ïàðàìåòðîâ

(1.20) ïðè ε < 1. Â ðàáîòàõ [34, 20], ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî âû-

ðàæåíèÿ äëÿ ãåíåðàòîðîâ òðàíñëÿöèé, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïðèíÿòü

ε = δ > 1/2.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèÿ (1.22) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1.23) äëÿ

ïàðàìåòðîâ ε, δ è ñ îãîâîðåííûìè âûøå ïðàâèëàìè äëÿ äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ îáåñïå÷èâàþò òàêæå ëèíåàðèçàöèþ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ

â (1.6) è, òàêèì îáðàçîì, ýêâèâàëåíòíû íàøåìó îïðåäåëåíèþ ôàçîâîãî

ïðîñòðàíñòâà ïðè âûáîðå ôîíîâîé ìåòðèêè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïåðåõîäÿ ê âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó, îòìåòèì, ÷òî âáëèçè áåñêîíå÷-

íîñòè êàíîíè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ Φij è πij, à ôîíîâàÿ ìåòðè-

êà íå âàðüèðóåòñÿ. Ïîñêîëüêó ïîèñê ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ

ïðîâîäèòñÿ íà êëàññå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâè-

ÿì, ýòîìó êëàññó äîëæíû ïðèíàäëåæàòü êàê Φij, πij, òàê è Φij + δΦij,

πij + δπij, ñëåäîâàòåëüíî äëÿ âàðèàöèé δΦij è δπij èìååì òå æå àñèìïòî-

òè÷åñêèå óñëîâèÿ (1.22), (1.23), ÷òî è äëÿ ñàìèõ ôóíêöèé. Îáùåå âûðà-

æåíèå äëÿ δH0, ïîëó÷åííîå â [1], ïðè íàøèõ óñëîâèÿõ ñâîäèòñÿ ê âèäó

δH0(λ̄, λ̄i) =

∫ [
δH

δgij(x)
δgij(x) +

δH

δπij(x)
δπij(x)

]
d3x−

−
∮

2λ̄kδπ
k`dS` −

∮
(δikδj` − δijδk`)(λ̄δΦij,k − λ̄,kδΦij)dSk,

ãäå ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ëèíåàðèçóþòñÿ îêîëî hij = δij è âñëåä-

ñòâèå ýòîãî ñîêðàùàþòñÿ ñ âàðèàöèÿìè ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ, äîïîëíÿ-

þùèõ H0(λ̄, λ̄
i) äî Hh(λ̄, λ̄i). Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî âàðèàöèîííûå ïðîèç-

âîäíûå ïî êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì îò Hh(λ̄, λ̄i) íà ââåäåííîì ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíû â ñìûñëå Ðåäæå-Òåéòåëüáîéìà, ò.å. âûïîëíÿ-

åòñÿ (1.19).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå óñëîâèÿ (1.22), (1.23) âìåñòå

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óñëîâèÿìè íà ïðîèçâîäíûå gij,k, gij,k`, π
ij
,k èíâàðè-
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àíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (1.13) ïðè òåõ æå ïàðàìåòðàõ ε, δ è

àíàëîãè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ïðîèçâîäíûõ. Îäíîâðåìåííî äëÿ ïàðàìåòðîâ

λ̃, λ̃i, óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.13) è ïðèíàäëåæàùèõ àëãåáðå àñèìïòîòè÷å-

ñêîé ãðóïïû Ïóàíêàðå, ïîëó÷àåì, ÷òî âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ïðèìåíèì

è ê Hh(λ̄+ λ̃, λ̄i + λ̃i), ïðè÷åì

Hh(λ̄+ λ̃, λ̄i + λ̃i) ≈ Hh(λ̄, λ̄i), {Hh(λ̃, λ̃i), Hh(β̄, β̄j)} ≈ 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âî ââåäåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Hh(λ̄+ λ̃, λ̄i + λ̃i)

ãåíåðèðóþò ïðåîáðàçîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ãðóïïû Ïóàíêàðå, ïðè÷åì

÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ãåíåðàòîðîâ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû

G0 íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé ñâÿçè.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè îòäåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ÎÒÎ,

à íå âñåãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ìîæåò âñòðåòèòüñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà â

àñèìïòîòèêàõ (1.22) δ < 1 è ñîîòâåòñòâåííî ε > 1 ïðè |ε−δ| ≤ 1, ε+δ > 2.

Íàïðèìåð, òàêîé ñëó÷àé âîçìîæåí äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî. Ãðóï-

ïà èíâàðèàíòíîñòè àñèìïòîòèêè èìååò òîãäà âèä G = G0 iGL, ãäå GL �

îäíîðîäíàÿ ãðóïïà Ëîðåíöà, àG0 � ïîäãðóïïà �ñóïåðòðàíñëÿöèé�, âêëþ-

÷àþùàÿ çäåñü â ñåáÿ è îáû÷íûå òðàíñëÿöèè. Âñå 4 ãåíåðàòîðà òðàíñëÿ-

öèé îáðàùàþòñÿ ïðè ýòîì â íóëü.

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî ðàçëè÷íûé âûáîð ôîíîâûõ ìåòðèê hij íå èç-

ìåíÿåò ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ ãåíåðàòîðîâ (1.18) íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé

ñâÿçè, åñëè óäîâëåòâîðÿþòñÿ óñëîâèÿ À, Á, Â.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ îäíèõ è òåõ æå íà÷àëüíûõ äàííûõ gij, πij óñëî-

âèÿ À, Á, Â âûïîëíÿþòñÿ êàê îòíîñèòåëüíî h(1)
ij , òàê è îòíîñèòåëüíî h

(2)
ij .

Îòëè÷èå h(1)
ij è h(2)

ij ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî òîëüêî êîîðäèíàòíûì ïðå-

îáðàçîâàíèåì, ò.å.

h
(2)
ij (x̃) =

∂xk

∂x̃i
∂x`

∂x̃j
h

(1)
k` (x(x̃)).

Ââèäó êîîðäèíàòíîé èíâàðèàíòíîñòè Hh(λ, λi) ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèé

îáùíîñòè ïðèíÿòü îäíó èç ñèñòåì êîîðäèíàò xi, x̃i äåêàðòîâîé: h(1)
k` = δk`
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òîãäà

h
(2)
ij (x̃) = δij + ξi,j + ξj,i + ξm,iξm,j,

ãäå

xk = x̃k + ξk(x̃i). (1.24)

Äðóãîé âûáîð ôîíîâîé ìåòðèêè îçíà÷àåò íîâîå ðàçáèåíèå èñõîäíîé ìåò-

ðèêè gij: gij = δij + Φ
(1)
ij = h

(2)
ij + Φ

(2)
ij , ïðè ýòîì

Φ
(2)
ij (x̃) = Φ

(1)
ij (x̃)− ξi,j − ξj,i − ξm,iξm,j.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãåíåðàòîð, ïîñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ âòîðîé ôîíîâîé

ìåòðèêè h
(2)
ij , ìû òàêæå õîòèì âû÷èñëÿòü â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.

Òîãäà ñëåäóåò ïðåîáðàçîâàòü gij, πij = πij(1) = πij(2) ñ ïîìîùüþ çàìåíû

êîîðäèíàò, îáðàòíîé ê (1.24), ò.å.

x̃k = xk + ηk(xi) = xk − ξk(xi) + ξk,mξ
m + . . . ,

ïðè÷åì ∂x̃k

∂xi = δki − ξk,i + (ξk,mξ
m),i − . . . Òîãäà

Φ
(3)
ij (x) =

∂x̃k

∂xi
∂x̃`

∂xj
Φ

(2)
k` (x̃(x)) = Φ

(1)
ij (x)− 2ξi,j − 2ξj,i+

+O+(r−2ε) +O+(r−2δ) +O−(r−ε−δ),

πij(3)(x) =
∂xi

∂x̃k
∂xj

∂x̃`
πk`(x̃(x)) = πij(x) +O+(r−1−2ε)+

+O+(r−1−2δ) +O−(r−ε−δ).

Ïîäñòàâëÿÿ Φ
(3)
ij (x), πij(3)(x) â ôîðìóëû (1.20), ïîëó÷èì, î÷åâèäíî, äëÿ

ðåøåíèé óðàâíåíèé ñâÿçè òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò, ÷òî è äëÿ Φ
(1)
ij (x),

πij(1)(x). Óòâåðæäåíèå îá ýêâèâàëåíòíîñòè ôîíîâûõ ïëîñêèõ ìåòðèê, îò-

ëè÷àþùèõñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò èç G0, äîêàçàíî.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, íå ïðèíàäëåæàùèå G0,

ââèäó èõ áîëåå ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè â äåêàðòîâûõ êî-

îðäèíàòàõ, ïðèâîäÿò âñåãäà ê òàêîìó âûáîðó ôîíîâîé ìåòðèêè, ÷òî ñîîò-

âåòñòâóþùèå åé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (áóñòû) ñëèøêîì èñêðèâëÿþò

ãèïåðïîâåðõíîñòü, íàðóøàÿ óñëîâèå (1.16).

29



1.6 Âûáîð ãèïåðïîâåðõíîñòè è ôîíîâîé ìåòðèêè

Íà÷èíàÿ ñ ïåðâûõ ðàáîò ïî ãàìèëüòîíîâó ôîðìàëèçìó ÎÒÎ, ñòàâèëàñü

çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåí-

íûõ gij, πij íà îòäåëüíûå ÷àñòè, êàñàþùèåñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà-

âðåìåíè, ñîáñòâåííûõ âîçáóæäåíèé ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è äàëüíîäåé-

ñòâóþùèõ ïîòåíöèàëîâ, ñîäåðæàùèõ èíôîðìàöèþ î ïîëå â öåëîì. Â

÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [6] äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçîâàëîñü ðàçëîæåíèå óáûâà-

þùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ñèììåòðè÷íûõ ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé ïî ôîðìóëå

fik = fTTik + fTik + fi,k + fk,i, , (1.25)

fTik =
1

2

(
fT δik −

1

∆
fT,ik

)
, fT =

1

∆
(fii,kk − fik,ik),

fi,k =
1

∆

[
fij,jk −

1

2

(
1

∆
f`m,`m

)
,ik

]
,

ãäå ∆−1 � îáðàòíûé ê ëàïëàñèàíó îïåðàòîð ïðè íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèÿõ íà áåñêîíå÷íîñòè. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé Ïóàññîíà ìîãóò áûòü íàéäåíû, íàïðè-

ìåð, â ðàáîòàõ [25, 26]. Èõ óñëîâèÿ çàâåäîìî âûïîëíÿþòñÿ ïðè àñèìïòî-

òè÷åñêîì ïîâåäåíèè (1.10) � (1.12).

Ñîãëàñíî èäåîëîãèè ÀÄÌ, ïðèìåíÿåìîé â [6], ïðè àñèìïòîòè÷åñêèõ

óñëîâèÿõ

gµν − ηµν = O(r−1), gµν,α = O(r−2) (1.26)

gTTij , πij TT îòâåòñòâåííû çà ëîêàëüíûå âîçáóæäåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïî-

ëÿ (ãðàâèòàöèîííûå âîëíû), gi,j + gj,i è πij T � êîîðäèíàòíî-çàâèñèìûå

ñîñòàâëÿþùèå, à gT è πi,j + πj,i ñîäåðæàò èíôîðìàöèþ îá ýíåðãèè è èì-

ïóëüñå ñèñòåìû. Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ çàèìñòâîâàíû èç ëèíåàðèçîâàííîé

òåîðèè òåíçîðíîãî ïîëÿ.

Îäíàêî ïðè ìåäëåííî óáûâàþùåì âêëàäå îò ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäè-

íàò è âðåìåíè 0 < ε ≤ 1/2 â (1.10) � (1.12), ò.å. â ñëó÷àå, êîòîðûé îáû÷-

íî èñêëþ÷àëñÿ óñëîâèÿìè (1.26), àñèìïòîòè÷åñêè ãëàâíûå ÷ëåíû â gT è
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πi,j+πj,i íå îñòàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè. Íàïðèìåð, â gT ïîÿâëÿåòñÿ äîáàâ-

êà ïîðÿäêà O(r−1) : 1
∆(ξm,ikξm,ik −∆ξm∆ξm), ïðè çàìåíå ïðîñòðàíñòâåí-

íûõ êîîðäèíàò, èñïîëüçîâàííîé â [58]. Ýòî îçíà÷àåò íåïðèìåíèìîñòü òðà-

äèöèîííîé èíòåðïðåòàöèè ðàçëîæåíèÿ ÀÄÌ ïðè áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå

çàäà÷è. Òåì íå ìåíåå, êàê ìû ïîêàæåì íèæå, ñàìî ðàçëîæåíèå îêàçûâà-

åòñÿ ïîëåçíûì è â ýòîì ñëó÷àå.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè, óäîâëåòâîðÿþùèå (1.10) � (1.12),

ïðè 0 < ε ≤ 1/2 ñîõðàíÿþò àñèìïòîòè÷åñêè ìèíêîâñêèé âèä ìåòðèêè è

ãëàâíóþ àñèìïòîòèêó òåíçîðà êðèâèçíû Ðèìàíà

gµν − ηµν = O(r−ε), 4Rαβγδ = O(r−3)

ïðè èñõîäíîé ìåòðèêå, óäîâëåòâîðÿþùåé (1.26). Áóäåì ñ÷èòàòü ìåäëåí-

íî óáûâàþùèå êîîðäèíàòíûå âîëíû îòñóòñòâóþùèìè. Òîãäà ñ ïîìîùüþ

ÀÄÌ-ðàçëîæåíèÿ ìîæíî íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå âðåìåíè, ïîçâîëÿþùåå

ïåðåéòè íà áîëåå ïëîñêóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü x0 =const, è ôîíîâóþ ìåò-

ðèêó hij, òàê ÷òî áóäóò âûïîëíåíû óñëîâèÿ À,Á,Â. Îáùèé âèä àñèìï-

òîòèêè gij, πij ïîñëå äåéñòâèÿ ïðåîáðàçîâàíèé ñ 0 < ε ≤ 1/2 íà (1.26)

ñëåäóþùèé:

gij = δij + ξi,j + ξj,i +O(r−2ε), πij = ξ0
,ij − δij∆ξ0 +O(r−1−2ε).

Ïîñêîëüêó íàèáîëåå ìåäëåííî óáûâàþùèå ÷àñòè â gij−δij è πij ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ëèíåàðèçîâàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ê íèì óäîáíî ïðèìåíèòü

ÀÄÌ-ðàçëîæåíèå. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååì

(1)ξi,j +(1) ξj,i =(1) gij = O(r−ε),

(1)ξ0
,ij − δij∆(1)ξ0 =(1) πij = O(r−1−ε),

gij − δij −(1) gij = O(r−δ),

πij −(1) πij = O(r−1−δ), δ > ε.

Ðàçëîæåíèå (1)gij è (1)πij ïî ôîðìóëàì (1.25) äàåò

(1)gTTij = 0, (1)gT = 0, (1)gi,j =(1) ξi,j,
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(1)πijTT = 0, (1)πT = −2∆(1)ξ0, (1)πi,j = 0,

ò.å. ìîæíî íàéòè

(1)ξ0
,α = − 1

2∆

(1)

πii ,α,
(1)ξi,α =

1

∆

(
(1)gik,kα −

1

2

(1)

gkk,iα

)
.

Çíàÿ òåïåðü â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèé, ìû ìî-

æåì âîññòàíîâèòü ñ èõ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íûå ÷ëåíû è ÷ëåíû áîëåå

âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, íàïðèìåð:

gij = δij +(1) ξi,j +(1) ξj,i +(1) ξ
(1)
m,iξm,j −(1) ξ

(1)
0,i ξ0,j +(2) gij + . . . .

Åñëè ïîñëå ýòîãî (2)gij è (2)πij óáûâàþò íåäîñòàòî÷íî áûñòðî äëÿ âûïîë-

íåíèÿ (1.26), òî îíè ñíîâà â ñòàðøåì ïîðÿäêå èìåþò ëèíåàðèçîâàííûé

âèä è ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

(2)ξi,j +(2) ξj,i =(2) gij,
(2)ξ0

ij − δij∆(2)ξ0 =(2) πij

ïîâòîðÿåòñÿ. Òàê ñëåäóåò äåéñòâîâàòü äî òåõ ïîð, ïîêà ìû íå ñïóñòèìñÿ

äî àñèìïòîòèêè O(r−1) â gij è O(r−2) â πij. Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî òàêæå

èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ î ÷åòíîñòè, ÷òîáû ïðèéòè ê óñëîâèÿì (1.15)

èëè (1.22), (1.23). Òàêèì îáðàçîì, ÀÄÌ-ðàçëîæåíèå ïîçâîëÿåò âûäåëèòü

âêëàäû, âîçíèêàþùèå îò ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò è âðåìåíè è â ñëó-

÷àå ìåäëåííîãî èõ óáûâàíèÿ 0 < ε ≤ 1/2. Âûïîëíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçî-

âàíèå, ìû âåðíåìñÿ ê àñèìïòîòè÷åñêèì óñëîâèÿì (1.26). Åñëè âíåøíÿÿ

êðèâèçíà ãèïåðïîâåðõíîñòè óáûâàåò äîñòàòî÷íî áûñòðî (1.16), ìîæíî

îãðàíè÷èòüñÿ èñïîëüçîâàíèåì íàéäåííîé ôîíîâîé ìåòðèêè.

1.7 Âûâîäû

Â ýòîé ãëàâå áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à ðåàëèçàöèè àëãåáðû ãðóïïû Ïóàí-

êàðå, äåéñòâóþùåé íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè â êàíîíè÷åñêîì
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ôîðìàëèçìå ÎÒÎ. Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîáîê Ïóàññîíà ãåíåðà-

òîðîâ ñ ïîâåðõíîñòíûìè ÷ëåíàìè îáùåãî âèäà ïîçâîëèëè ñôîðìóëèðî-

âàòü êîîðäèíàòíî-íåçàâèñèìûì îáðàçîì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òàêîé ðåà-

ëèçàöèè. Ãðóïïà Ïóàíêàðå ñòðîèòñÿ íà îñíîâå âñïîìîãàòåëüíîé ôîíîâîé

ïëîñêîé ìåòðèêè ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ôîíîâàÿ ìåòðèêà, à ñëåäîâàòåëüíî

è ðåàëèçàöèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî, îäíàêî ÷èñ-

ëåííûå çíà÷åíèÿ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé ñâÿçè íå

çàâèñÿò îò ïðîèçâîëà â åå âûáîðå.

Îïèñàííîå ïîñòðîåíèå áåç òðóäà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé ïðèñóò-

ñòâèÿ ïîëåé ìàòåðèè ïðè îáû÷íûõ óñëîâèÿõ èõ óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷-

íîñòè, ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü åãî è íà ïðîñòðàíñòâà ñ áîëåå ñëîæíîé

òîïîëîãèåé, ÷åì åâêëèäîâà, èìåþùèå �êîíöû� ñ àíàëîãè÷íûì àñèìïòî-

òè÷åñêèì ïîâåäåíèåì. Äëÿ ñëó÷àÿ àñèìïòîòè÷åñêè ìèíêîâñêîé ìåòðèêè

ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, èñïîëüçóåìûõ â ðàáîòàõ [1, 30],

à òàêæå äàí ðåöåïò ïðèìåíåíèÿ ÀÄÌ-ðàçëîæåíèÿ ïðè ìåäëåííî óáûâà-

þùåì âêëàäå îò ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò è âðåìåíè. Íàøè óñëîâèÿ íà

áåñêîíå÷íîñòè ñõîäíû ñ ïðåäëîæåííûìè â ðàáîòå [20], íî ÿâëÿþòñÿ áî-

ëåå ñèëüíûìè, ïîñêîëüêó ýòî òðåáóåòñÿ äëÿ êîíå÷íîñòè âñåõ ãåíåðàòîðîâ

ãðóïïû Ïóàíêàðå, à íå òîëüêî ãåíåðàòîðîâ òðàíñëÿöèé.

Ðàáîòà [32], íà êîòîðîé îñíîâàíî èçëîæåíèå â 1 ãëàâå, áûëà íàïèñàíà â

1983 ã. è îïóáëèêîâàíà â êîíöå 1985 ã. Îíà âûçâàëà èíòåðåñ [128, 129, 127]

ïðåæäå âñåãî â ñâÿçè ñ íîâûìè (îñëàáëåííûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòà-

òàìè Ðåäæå-Òåéòåëüáîéìà [1]) ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ àñèìïòîòè÷å-

ñêè ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ è â ñâÿçè

ñ ïðåäøåñòâîâàâøåé åé ïîëåìèêå ñ Ë.Ä. Ôàääååâûì [60]. ×åðåç 2 ãîäà

áûëà íàïå÷àòàíà ñòàòüÿ [126], â òîì, ÷òî êàñàåòñÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â
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äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, ïîâòîðèâøàÿ ðåçóëüòàòû àâòîðà äèññåðòàöèè.

Äðóãèå íîâûå ðåçóëüòàòû, òàêèå êàê êîâàðèàíòíàÿ ïîñòàíîâêà ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé, â äàëüíåéøåì íå ïîëó÷èëè ðàçâèòèÿ, âåðîÿòíî, îòòîãî

÷òî, ïî ìíåíèþ áîëüøèíñòâà àâòîðîâ, êîâàðèàíòíîñòè ëó÷øå äîáèâàòü-

ñÿ â ðàìêàõ ëàãðàíæåâà, à íå ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà. Ïðèìåíÿåòñÿ

òàêæå ïîäõîä, îñíîâàííûé íà êîâàðèàíòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìóëè-

ðîâêå (âìåñòî ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû èñïîëüçóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ

4-âåêòîðíàÿ ïëîòíîñòü).

Äëÿ àâòîðà äèññåðòàöèè îïûò âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ â

ñêîáêàõ Ïóàññîíà ïîñëóæèë òîë÷êîì ê äàëüíåéøåé ðàáîòå â ýòîì íà-

ïðàâëåíèè, îòðàæåííîé â ãëàâàõ 3-8 äèññåðòàöèè. Ìîæíî äîáàâèòü, ÷òî

â 1980-å ãîäû ïî÷òè íèêòî íå çàíèìàëñÿ ïîäîáíûìè âû÷èñëåíèÿìè, èñ-

êëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ ñèíõðîííûå ðàáîòû Áðàóíà è Ýííî [21, 22], íà êî-

òîðûå â 1980-õ ãîäàõ ïðàêòè÷åñêè íèêòî, êðîìå àâòîðà äèññåðòàöèè, íå

ññûëàëñÿ, è êîòîðûå ñòàëè ïîïóëÿðíûìè ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, â ñâÿçè

ñ âû÷èñëåíèÿìè ýíòðîïèè ÷åðíûõ äûð è èäååé ãîëîãðàôèè.
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Ãëàâà 2

Àñèìïòîòè÷åñêèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðè èçó÷åíèè îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ) áûñòðî âûÿñíè-

ëîñü, ÷òî íåëüçÿ ïîñòðîèòü òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ãðàâèòàöèîííîãî

ïîëÿ, à çíà÷èò è ñôîðìóëèðîâàòü â ïðèâû÷íîì äëÿ òåîðèè ïîëÿ âèäå

çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà. Ýòà ïðîáëåìà îáñóæäàëàñü ñàìû-

ìè êâàëèôèöèðîâàííûìè ìàòåìàòèêàìè òîãî âðåìåíè: Ãèëüáåðòîì [8],

Êëåéíîì [9], Íåòåð [3] è äð. Â ðàâíîé ìåðå â äèñêóññèè ó÷àñòâîâàëè

è ôèçèêè: Ýéíøòåéí [10], Øðåäèíãåð è äð. Íàèáîëåå óáåäèòåëüíîé ñ

ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðàêòîâêà, ñëåäóþùàÿ èç

êëàññè÷åñêîé ðàáîòû Ý. Íåòåð [3]. Ïî ñëîâàìè �ñëåäóþùàÿ èç� èìååòñÿ

â âèäó, ÷òî â îáùèå ôîðìóëû Ý. Íåòåð ñëåäóåò ïîäñòàâèòü êîíêðåòíûé

ëàãðàíæèàí ÎÒÎ, âûðàæåííûé ÷åðåç ìåòðèêó (èëè äðóãèå ïåðåìåííûå)

è åå ïðîèçâîäíûå. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíèìû è ïåðâàÿ è âòîðàÿ òåîðå-

ìû Íåòåð è èìååò ìåñòî ñëó÷àé, íàçâàííûé Ý. Íåòåð �íåñîáñòâåííûì

çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ�.

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ðàçúÿñíåíèè ïîíÿòèÿ �íåñîáñòâåííûé çà-

êîí ñîõðàíåíèÿ�. Ðåçóëüòàòû Íåòåð èçíà÷àëüíî ñôîðìóëèðîâàíû â íåêî-
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âàðèàíòíîì âèäå (ïîñêîëüêó ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ

â òî âðåìÿ åùå íå ïîÿâèëîñü), è �ñîõðàíåíèå� îçíà÷àåò îáðàùåíèå â íîëü

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèâåðãåíöèè, ò.å. ñóììû ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ ïî âñåì êîîðäèíàòàì. Ñëåäóÿ ïðîöåäóðå ïåðâîé òåîðåìû Íåòåð (ãäå

â êà÷åñòâå ãðóïïû èíâàðèàíòíîñòè âûáèðàåì ãðóïïó òðàíñëÿöèé) ìû ìî-

æåì ïîñòðîèòü òàêèå âåëè÷èíû è â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Íî

îíè, âî-ïåðâûõ, îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî äèâåðãåíöèè

ïðîèçâîëüíîé àíòèñèììåòðè÷íîé ïî êîîðäèíàòíûì èíäåêñàì âåëè÷èíû),

à âî-âòîðûõ, íå ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà. Ïåðâàÿ èç ýòèõ îñîáåí-

íîñòåé, íà ñàìîì äåëå, ïðèñóùà âñåì òåîðèÿì ïîëÿ, è ñ íåé ñïðàâëÿþòñÿ

îáû÷íî ïðîñòûì ðàññóæäåíèåì [28]: íåîäíîçíà÷íîñòü ïðè èíòåãðèðîâà-

íèè ñòàíîâèòñÿ ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì, à îí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà

óáûâàþò ïîëÿ, ïîýòîìó äëÿ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû ñîõðàíÿþùèåñÿ âå-

ëè÷èíû (â äàííîì ñëó÷àå - ýíåðãèÿ è èìïóëüñ) îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.

Âòîðàÿ îñîáåííîñòü ÿâëÿåòñÿ ñïåöèôè÷åñêîé äëÿ ÎÒÎ è ðåøàþùåé. Íî

ïîñêîëüêó ê çàäà÷å ìîæíî ïðèìåíèòü è âòîðóþ òåîðåìó Íåòåð (èñïîëü-

çóÿ íà ýòîò ðàç èíâàðèàíòíîñòü ëàãðàíæèàíà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëü-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò, ò.å. ïðåâðàùàÿ ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû

òðàíñëÿöèé â ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè êîîðäèíàò), òî èìåþò ìåñòî òîæ-

äåñòâà, ñâÿçûâàþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è èõ ïðîèçâîäíûå (ñâåðíó-

òûå òîæäåñòâà Áèàíêè). Áëàãîäàðÿ ýòèì òîæäåñòâàì îêàçûâàåòñÿ âîç-

ìîæíûì âûðàçèòü �ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû� ïðÿìî ÷åðåç óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ, ò.å. �ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû� îêàçûâàþòñÿ ïðîñòî ðàâíûìè

íóëþ íà ðåøåíèÿõ. Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííî âîçìîæíûìè �ñîõðàíÿ-

þùèìèñÿ âåëè÷èíàìè� îòëè÷íûìè îò íóëÿ ÿâëÿþòñÿ íåèíâàðèàíòíûå

(îòíîñèòåëüíî îáùèõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò) ïîâåðõíîñòíûå èíòå-

36



ãðàëû.

Áîëüøèíñòâî ôèçèêîâ èíòåðïðåòèðóþò ýòè ôàêòû ñëåäóþùèì îáðà-

çîì [29]: â ÎÒÎ íåò ëîêàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà,

íî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò èìåòü ìåñòî ãëîáàëüíûå çàêîíû ñîõðàíå-

íèÿ. Ýòè ÷àñòíûå ñëó÷àè õàðàêòåðèçóþòñÿ îïðåäåëåííûìè ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè, êîòîðûå äîïóñêàþò òîëüêî òå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, êî-

òîðûå îñòàâëÿþò èõ èíâàðèàíòíûìè. Òîãäà íåèíâàðèàíòíûå ïîâåðõíîñò-

íûå èíòåãðàëû ìîãóò ñòàòü èíâàðèàíòíûìè (îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åííîé

ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé). Àëüòåðíàòèâíàÿ òî÷êà çðåíèÿ ñîñòîèò â òîì,

÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ îñíîâàíèé äëÿ îòêàçà îò ëîêàëüíûõ çàêîíîâ ñî-

õðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà íåò, à çíà÷èò åñòåñòâåííî áóäåò ïîéòè ïðè

ïîñòðîåíèè òåîðèè ãðàâèòàöèè ïî äðóãîìó ïóòè, îïèðàÿñü íà ïðîñòðàí-

ñòâî Ìèíêîâñêîãî [11].

Âñå âûøåñêàçàííîå íèêàê íå îáúÿñíÿåò êàê æå èìåííî ñëåäóåò èñ-

êàòü íóæíûå ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû (�àñèìïòîòè÷åñêèå èíòåãðàëû

äâèæåíèÿ�). Â ðàáîòå Ðåäæå è Òåéòåëüáîéìà, íàïèñàííîé â 1974 ãîäó,

áûë ïðåäëîæåí ðåöåïò, îñíîâàííûé íà ãàìèëüòîíîâîì ôîðìàëèçìå ÎÒÎ,

íåïîñðåäñòâåííî íå ñâÿçàííûé ñ ìåòîäàìè Íåòåð. Ìû îáñóæäàëè åãî â

ïðåäûäóùåé ãëàâå.

Â ðàáîòàõ [33, 34], íà ñîäåðæàíèè êîòîðûõ îñíîâàíà ýòà ãëàâà äèññåð-

òàöèè, áûë ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä, íàçâàííûé àâòîðîì �ãëîáàëüíûì

ïîäõîäîì ê òåîðåìå Íåòåð�. Íèæå ìû èçëîæèì åãî îñíîâíûå îñîáåííî-

ñòè.

Âî-ïåðâûõ, äëÿ ïîèñêà èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ äîëæíû íåïîñðåäñòâåí-

íî èñïîëüçîâàòüñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,

èíòåãðàë ïî êîòîðîé îò ïëîòíîñòè ëàãðàíæèàíà ðàâíÿåòñÿ äåéñòâèþ,
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äîëæíà áûòü îãðàíè÷åíà äâóìÿ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûìè ãèïåðïîâåðõ-

íîñòÿìè îäíîâðåìåííîñòè è óäàëåííîé íà ïðîñòðàíñòâåííóþ áåñêîíå÷-

íîñòü �òðóáîé�. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, åñòåñòâåííî, èñïîëüçóþòñÿ èìåííî

íà ýòîé �òðóáå�. Îíè íàêëàäûâàþòñÿ êàê íà ôèçè÷åñêèå ïåðåìåííûå (íà-

ïðèìåð, ìåòðèêó), òàê è íà àñèìïòîòè÷åñêè ãëàâíûå ÷àñòè ïðåîáðàçîâà-

íèé êîîðäèíàò.

Âî-âòîðûõ, íåîäíîçíà÷íîñòü ôèêñèðóåòñÿ òàê, ÷òî â ðîëè êîìïîíåíò

�òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà� âûñòóïàåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ëàãðàíæå-

âûõ ïðîèçâîäíûõ, ò.å. âåëè÷èíû, îáðàùàþùèåñÿ â íîëü íà ðåøåíèÿõ

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ïðè ýòîì, êðîìå ïðîáëåìû íåîäíîçíà÷íîñòè, ñíè-

ìàåòñÿ òàêæå ïðîáëåìà íåêîâàðèàíòíîñòè.

Â-òðåòüèõ, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ëèíåàðèçàöèè ïîëåâûõ óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ôîíîâîãî ðåøåíèÿ, îáëàäàþùåãî òî÷-

íûìè ñèììåòðèÿìè, èíòåãðàë ïî �òðóáå� ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðàçíîñòè

äâóõ èíòåãðàëîâ ïî åå ãðàíèöàì. Ýòè ãðàíèöû â òî æå âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ è

ãðàíèöàìè ïðîñòðàíñòâà â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè: íà÷àëüíûé

è êîíå÷íûé.

2.2 Ïðèìåíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó ôîðìàëèçìó îá-

ùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè

Ïðåäëîæåííîå âïåðâûå Ãèëüáåðòîì [8] äåéñòâèå äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïî-

ëÿ

I =

∫
Ω

√
−(4)g

(4)
Rd4x (2.1)

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ãëàäêèõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîð-

äèíàò (äèôôåîìîðôèçìîâ)

yα = yα(xβ) ≡ xα + ξα(xβ) (2.2)
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ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫
Ω

√
−(4)g(x)

(4)

R(x)d4x =

∫
Ω′

√
−(4)g′(y)

(4)

R(y)d4y

ïðè÷åì îáëàñòü Ω′ ïðîáåãàåòñÿ ïåðåìåííûìè yα, êîãäà xα ïðîáåãàþò îá-

ëàñòü Ω. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω ïðåîáðàçîâàíèå (2.2)

ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì, òî Ω′ ñîâïàäàåò ñ Ω.

Åñëè äåéñòâèå (2.1) èíâàðèàíòíî ïðè ïðîèçâîëüíîì êîîðäèíàòíîì ïðå-

îáðàçîâàíèè (2.2), òî òî æå ñàìîå äåéñòâèå, çàïèñàííîå â êàíîíè÷åñêîì

âèäå

I =

∫
Ω

(πijgij,0 −NH−NiHi)d4x+ (2.3)∫
Ω

(
∂0[−π] + ∂k[−2

√
gN ,k − 2Ni(π

ik − gikπ
2

)]

)
d4x,

ÿâíî èíâàðèàíòíî ëèøü îòíîñèòåëüíî áîëåå óçêîãî êëàññà çàìåí êîîðäè-

íàò

x
′0 = x0 + ξ0(x0), x

′i = xi + ξi(x1, x2, x3). (2.4)

Òîëüêî ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ìåæäó πij è gij,0, çàäàâàåìóþ ñîîòíîøåíèÿìè

gij,0 = Ni|j +Nj|i +
2N
√
g

(πij − gij
π

2
), (2.5)

êîòîðûå â ãàìèëüòîíîâîì ôîðìàëèçìå ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæå-

íèÿ, ìîæíî ãîâîðèòü îá èíâàðèàíòíîñòè (2.3) îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçî-

âàíèé (2.2).

Ðàññìîòðèì âàðèàöèþ äåéñòâèÿ ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì ïðåîáðàçîâà-

íèè êîîðäèíàò x
′µ = xµ + δxµ, δxµ = ξµ(x). Âàðèàöèè ïîëåé ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå

δf(x) ≡ f ′(x′)− f(x) = (f ′(x′)− f(x′)) + (f(x′)− f(x)) ≈ δ̄f(x) + f,µδx
µ,

ãäå δ̄ êîììóòèðóåò ñ ïðîèçâîäíûìè ïî êîîðäèíàòàì. Êîíêðåòíûé âèä

δf çàâèñèò îò ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû f , òàê ÷òî δ̄f = −DLf (DL

� ïðîèçâîäíàÿ Ëè). Íàïðèìåð, äëÿ ìåòðèêè è ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ

ïîëó÷àåì

δ̄(4)gµν = −(4)gανξ
α
,µ −(4) gµαξ

α
,ν −(4) gµν,αξ

α,
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δ̄(4)Γαβγ = −(4)Γαβδξ
δ
,γ −(4) Γαδγξ

δ
,β +(4) Γδβγξ

α
,δ − ξα,βγ.

Êàê áóäåò âèäíî íèæå, ñì. (2.7), ÷òî êàñàåòñÿ δgij, δN, δNi, δπ
ij , òî â

ýòîì ñëó÷àå íè÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü, íå èñïîëüçóÿ ÿâíûõ âûðàæåíèé ýòèõ

âåëè÷èí ÷åðåç 4-ìåðíûå (4)gµν, (4)Γαβγ:

gij =(4) gij, N =
(
−(4)g00

)−1/2
, Ni = gijN

j,

N j = −
(4)g0j

(4)g00
, πij =

√
−(4)g(gikgj` − gijgk`)(4)Γ0

k`.

Íàïðîòèâ, ïðè (3+1)-ïðåîáðàçîâàíèÿõ (2.4) ìîæíî íå îãëÿäûâàòüñÿ íà

4-ìåðèå, ïðè ýòîì

δgij = −gkjξk,i − gikξk,j, (2.6)

δN = −Nξ0
,0,

δN i = −N iξ0
,0 +Nkξi,k,

δπij = −πijξk,k + πikξj,k + πkjξi,k.

Ïðèâåäåì îáùèé âèä êîììóòèðóþùèõ âàðèàöèé δ̄ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé

(2.2)

δ̄gij = −gij,0ξ0 −Niξ
0
,j −Njξ

0
,i − ξi|j − ξj|i, (2.7)

δ̄gij = −gij,0ξ0 +N iξ0,j +N jξ0,i + ξi|j + ξj|i,

δ̄N = −(Nξ0),0 +NNkξ0
,k −N,kξ

k,

δ̄Ni = −(Niξ
0),0 + (N2 −NkN

k)ξ0
,i −Ni|kξ

k −Nkξ
k
|i − gikξk,0,

δ̄πij = −πij,0ξ0 +N
√
g
(
gijξ

0|k
|k − ξ

0|ij
)
−√g

(
N ,iξ0,j +N ,jξ0,i

)
+

+
(
N iπkj +N jπki −Nkπij + 2

√
ggijN ,k

)
ξ0
,k −

(
πijξk

)
|k + πikξj |k + πkjξi |k.

Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ (3+1)-ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àþòñÿ, åñëè

îïóñòèòü ïîä÷åðêíóòûå ÷ëåíû.

Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ îòëè÷àåòñÿ. Â ñëó÷àå (3+1)-

âàðèàöèè èìååì

(3+1)δI = δ

∫
Ldt = δ

∫
Ld4x =

∫ [
δ̄L+ (Lξµ),µ

]
d4x =

=

∫ (
δL

δN
δ̄N +

δL

δNi

δ̄Ni +
δL

δgik
δ̄gik +

δL

δπik
δ̄πik + ∂α

(3+1)Jα
)
d4x, (2.8)

40



ãäå
δL

δN
= −H, δL

δNi

= −Hi,

δL

δπik
= gik,0 −Ni|k −Nk|i −

2N
√
g

(
πik − gik

π

2

)
,

δL

δgik
= −πik,0 −N

√
g

(
Rik − 1

2
gikR

)
+
√
g
(
N |ik − gikN |m|m

)
+

+
N
√
g

(
ππik − 2πijπkj

)
− gik

2

N
√
g

(
π2

2
− Spπ2

)
+

+
(
Nmπik −N iπkm −Nkπim

)
|m .

Ñòîÿùåå ïîä çíàêîì äèâåðãåíöèè âûðàæåíèå èìååò âèä

(3+1)J0 = −τ 0
0 ξ

0 − τ 0
k ξ

k + µ0i
k ξ

k
|i, (2.9)

(3+1)J ` = −τ `0ξ0 − τ `kξk + µ`00 ξ
0
,0 + µ`ki ξ

i
|k + σ`ikmξ

m
|ik.

Â ñëó÷àå 4-ïðåîáðàçîâàíèé (2.2) íåëüçÿ ñ÷èòàòü δL/δπik îòëè÷íûì îò

íóëÿ, ïîñêîëüêó ðàíåå ìû óæå âîñïîëüçîâàëèñü óðàâíåíèåì (2.5), êîòî-

ðîå ðàâíîñèëüíî δL/δπik = 0, ïðè âûâîäå ôîðìóëû äëÿ δπik. Â èòîãå

ïîëó÷àåì

(4)δI =

∫ (
δL

δN
δ̄N +

δL

δNi

δ̄Ni +
δL

δgik
δ̄gik +

δL

δπik
δ̄πik + ∂α

(4)Jα
)
d4x, (2.10)

ãäå

(4)J0 = −τ 0
0 ξ

0 − τ 0
k ξ

k + µ0k
0 ξ

0
|k + µ0i

k ξ
k
|i + σ0ik

0 ξ0
|ik,

(4)J ` = −τ `0ξ0 − τ `kξk + µ`00 ξ
0
,0 + µ`k0 ξ

0
,k + µ`ki ξ

i
|k+

+µ`0k ξ
k
,0 + σ`ik0 ξ0

|ik + σ`ikmξ
m
|ik + σ`0k0 ξ0

,0k.

Ïîëåçíî òàêæå âûðàçèòü (4)Jα ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ξµ(x)

(4)Jα = −τ̃αβ ξβ + µ̃αγβ ξ
β
,γ + σ̃αγδβ ξβ,γδ. (2.11)

Ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè äàåòñÿ ôîðìóëàìè

τ̃α0 = τα0 , τ̃ 0
k = τ 0

k − Γpskµ
0s
p , µ̃0k

0 = µ0k
0 − Γkspσ

0sp
0 ,

τ̃ `k = −τ `k − Γiksµ
`s
i −

(
Γmik,s + ΓmspΓ

p
ik − ΓpisΓ

m
kp

)
σ`ism ,

µ̃0k
i = µ0k

i , µ̃`00 = µ`00 , µ̃`k0 = µ`k0 − Γkisσ
`is
0 ,

µ̃`ps = µ`ps + (Γmisδ
p
k + Γmksδ

p
i − Γpikδ

m
s )σ`ikm , µ̃`0k = µ`0k ,

σ̃αβγδ = σαβγδ .
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2.2.1 Ïåðâàÿ òåîðåìà Íåòåð

�Åñëè èíòåãðàë I èíâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé ãðóïïå Gρ, òî ρ

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîìáèíàöèé ëàãðàíæåâûõ âûðàæåíèé îáðàùàþòñÿ

â äèâåðãåíöèè. . . � [3]

Ïîñêîëüêó I èíâàðèàíòåí ïðè ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ,

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

δ̄L+
(
Lξβ

)
,β

= 0.

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ ïîñòîÿí-

íûõ âåëè÷èíàõ ξβ, ïîëó÷àåì 4 ñîîòíîøåíèÿ:

gik,β
δL

δgik
+ πik,β

δL

δπik
+N,β

δL

δN
+Ni,β

δL

δNi

≡ τ̃αβ,α.

Çäåñü 4- è (3+1)-ïîäõîäû ýêâèâàëåíòíû, ïîñêîëüêó ïðè ïîñòîÿííûõ ñìå-

ùåíèÿõ âàðèàöèè δf = 0 íåçàâèñèìî îò ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû f è

δ̄f = −f,µδxµ.
Åñëè èçìåíèòü äåéñòâèå íà ïîâåðõíîñòíûé ÷ëåí, çàâèñÿùèé îò gik, πik, N, Ni,

íî íå çàâèñÿùèé ÿâíûì îáðàçîì îò êîîðäèíàò, òî óñëîâèÿ òåîðåìû îñòà-

íóòñÿ â ñèëå, è ìû ïîëó÷èì íîâîå òîæäåñòâî, â êîòîðîì, îäíàêî, ëåâàÿ

÷àñòü íå èçìåíèòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî è ïðàâûå ÷àñòè áóäóò ðàâíû

τ̃αβ,α ≡ ˜̃ταβ,α (2.12)

ò.å. ïñåâäîòåíçîðû ìîãóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî íà âûðàæåíèå, äèâåðãåíöèÿ

êîòîðîãî ðàâíà íóëþ òîæäåñòâåííî. Äëÿ ãëîáàëüíîãî ïîäõîäà, êîòîðûé

áóäåò èçëàãàòüñÿ íèæå, ýòî áóäåò îçíà÷àòü ýêâèâàëåíòíîñòü âñåõ ïñåâäî-

òåíçîðîâ, è ñîîòâåòñòâåííî, íåñóùåñòâåííîñòü ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ â

äåéñòâèè.

Ïðèâåäåì âûðàæåíèå äëÿ τ̃αβ , ïîëó÷åííîå èç
(4)Jα

τ̃ 0
0 = NH +NiHi + 2

[√
gN ,k +Ni(π

ik − gikπ
2

)
]
,k
,

τ̃ 0
k = Hk + 2πik,i − π,k,
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τ̃ `0 = Gikm`
(
Ngik,0|m −N,mgik,0

)
+ 2Niπ

i`
,0+

+
(
Nmπk` +Nkπm` −N `πkm

)
gkm,0 − 2

[√
gN ,` +Ni(π

i` − gi`π
2

)
]
,0
,

τ̃ `s = Gikm` [N (gik,sm − Γpmigpk,s − Γpmkgip,s)−N,mgik,s] +

+2Niπ
i`
,s +

(
Nmπk` +Nkπm` −N `πkm

)
gkm,s−

−
(
πijgij,0 −NH−NiHi

)
δ`s+

+{π,0 + 2
[√

gN ,m +Ni

(
πim − gimπ

2

)]
}δ`s−

−−2
[√

gN ,` +Ni

(
πi` − gi`π

2

)]
,s
,

ãäå

Gik`m =

√
g

2

(
gi`gkm + gimgk` − 2gikg`m

)
,

îäíîé ÷åðòîé ïîä÷åðêíóòû ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñâÿçåé, äâóìÿ ÷åðòàìè

� ÷ëåíû, îáðàçóþùèå äèâåðãåíöèþ àíòèñèììåòðè÷íîé âåëè÷èíû, âîç-

íèêøèå èç-çà ïðèñóòñòâèÿ â L ïîâåðõíîñòíîãî ÷ëåíà.

2.2.2 Âòîðàÿ òåîðåìà Íåòåð

�Åñëè èíòåãðàë I èíâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê ãðóïïå G∞ρ, â êîòîðîé

âñòðå÷àþòñÿ ïðîèçâîäíûå äî σ-ïðîèçâîäíîé, òî èìåþò ìåñòî ρ òîæäå-

ñòâåííûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ëàãðàíæåâûìè âûðàæåíèÿìè è èõ ïðîèç-

âîäíûìè äî ïîðÿäêà σ . . . � [3].

Â ðàâåíñòâå
δL

δN
δ̄N +

δL

δNi

δ̄Ni +
δL

δgik
δ̄gik + ∂α

(4)Jα = 0

ïîäñòàâèì âìåñòî δ̄N, δ̄Ni, δ̄gik èõ âûðàæåíèÿ (2.7) è ïåðåáðîñèì ïðîèç-

âîäíûå ñ ξµ(x) íà ëàãðàíæåâû âûðàæåíèÿ, âûäåëèâ âîçíèêàþùóþ ïðè

ýòîì ïîëíóþ äèâåðãåíöèþ

δL

δN
δ̄N +

δL

δNi

δ̄Ni +
δL

δgik
δ̄gik = (4)Bµξ

µ + ∂µ
(4)Sµ.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü òîëüêî òå ξµ(x), êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â íóëü íà ãðà-

íèöå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ âìåñòå ñ ïåðâûìè è âòîðûìè ïðîèçâîä-

íûìè, à âíóòðè ïðîèçâîëüíû. Òîãäà âèäèì, ÷òî äîëæíû èìåòü ìåñòî

òîæäåñòâà (4)Bµ = 0:

N

(
δL

δN

)
,0

+Ni

(
δL

δNi

)
,0

− gik,0
δL

δgik
+

+

[
2Ni

δL

δgik
−NNk δL

δN
− (N2 −NiN

i)
δL

δNk

]
,k

= 0,

−N,k
δL

δN
−Ni|k

δL

δNi

+

(
gik

δL

δNi

)
,0

+

[
Nk

δL

δNi

+ 2gk`
δL

δgi`

]
|i

= 0.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè (2.6), ïîëó÷àåì äëÿ (3+1)-ïîäõîäà

δL

δN
δ̄N +

δL

δNi

δ̄Ni +
δL

δgik
δ̄gik +

δL

δπik
δ̄πik = (3+1)Bµξ

µ + ∂µ
(3+1)Sµ,

ãäå

(3+1)S0 = −(3+1)t00ξ
0, (3+1)t00 = −NH−NiHi, (3+1)Si = −(3+1)tikξ

k,

(3+1)tik = −NkHi + 2gk`
δL

δgi`
+ (−π`iδmk + π`mδik)

δL

δπ`m
.

Çàìåòèì çäåñü, ÷òî íåëüçÿ îáðàòèòü â íóëü íà ãðàíèöàõ 4-ìåðíîé îáëà-

ñòè èíòåãðèðîâàíèÿ è ξ0(x0), è ξk(xi), òàê ÷òîáû âíóòðè îíè îñòàëèñü

ïðîèçâîëüíûìè. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü èõ ïî îòäåëüíîñòè:

1-èíâàðèàíòíîñòü δx0 = ξ0(x0), δxk = 0

3-èíâàðèàíòíîñòü δx0 = 0, δxk = ξk(xi).

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

(3+1)B0 − τ `0,` − µ`00, `0 = 0,

ãäå τ `0 è µ
`0
0 âçÿòû èç (3+1)J `, âî âòîðîì � 3 òîæäåñòâà:

(3+1)Bk − τ 0
k,0 − µ0i

k, 0|i + µ0i
` Γ`ik,0 = 0,

ãäå èñïîëüçóþòñÿ τ 0
k , µ

0i
k èç (3+1)J0.
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2.2.3 Íåñîáñòâåííûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ

Ïóñòü òåïåðü ξµ(x) è ïðîèçâîäíûå íå ðàâíû íóëþ íà ãðàíèöå îáëàñòè

èíòåãðèðîâàíèÿ. Òîãäà, ïîñêîëüêó (4)Bµ = 0, ïîëó÷àåì

∂α
(

(4)Jα + (4)Sα
)

= 0, (2.13)

ãäå

(4)Sα = −tαβξβ, t00 = −NH−NiHi, t0k = −Hk,

tk0 = 2Ni
δL

δgik
+NNkH + (N2 −N`N

`)Hk, tk` = −N`Hk + 2gi`
δL

δgik
.

Ââèäó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé ξµ(x) è èõ ïðîèçâîäíûõ ñîîò-

íîøåíèå (2.13) ðàñïàäàåòñÿ íà ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

∂ατ̃
α
β = −∂αtαβ , (2.14)

τ̃αβ + tαβ = µ̃γαβ ,γ, (2.15)

µ̃
{αγ}
β = −σ̃δ{αγ}β,δ , (2.16)

σ̃
{αγδ}
β = 0. (2.17)

Çäåñü ôèãóðíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ñèììåòðèçàöèþ, à êâàäðàòíûå (íè-

æå) � àíòèñèììåòðèçàöèþ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì èíäåêñàì. Ó÷èòûâàÿ

(2.16), ìîæíî ïðåäñòàâèòü (2.15) â âèäå

τ̃αβ = −tαβ + µ̃
[γα]
β,γ +

1

2
σ
α{γδ}
β,γδ ,

îòêóäà ñ ó÷åòîì (2.17) ñëåäóåò (2.14). Ïñåâäîòåíçîð, òàêèì îáðàçîì, òîæ-

äåñòâåííî ðàâåí ëèíåéíûì êîìáèíàöèÿì ëàãðàíæåâûõ âûðàæåíèé ïëþñ

âûðàæåíèå, äèâåðãåíöèÿ êîòîðîãî òîæäåñòâåííî èñ÷åçàåò. Ýòî åãî ñâîé-

ñòâî è áûëî íàçâàíî â ðàáîòå [3] íåñîáñòâåííûì çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ãëîáàëüíîãî àíàëèçà âàæíóþ ðîëü áóäåò èãðàòü

òîæäåñòâî (2.14), ïîñêîëüêó äëÿ ïåðåõîäà ê èíòåãðàëüíîé ôîðìå íóæíî

èíòåãðèðîâàòü ∂αταβ ïî 4-ìåðíîìó îáúåìó, è (2.14) îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî

âìåñòî äèâåðãåíöèè ïñåâäîòåíçîðà èíòåãðèðîâàòü äèâåðãåíöèþ îò îïðå-

äåëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ëàãðàíæåâûõ ïðîèçâîäíûõ. Çàìåòèì, ÷òî
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â îáùåêîâàðèàíòíîì ôîðìàëèçìå àíàëîãîì (2.14) áóäåò òîæäåñòâî

∂µτ
µ
ν = −∂µ

(
2(4)gνα

δL

δ(4)gαµ

)
. (2.18)

Â ñóùíîñòè, ïñåâäîòåíçîðîì ìîæíî íàçûâàòü ëþáóþ âåëè÷èíó τµν , äëÿ

êîòîðîé ñïðàâåäëèâî (2.18), è ðàçëè÷íûå ïñåâäîòåíçîðû ìîãóò áûòü ïî-

ëó÷åíû íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÎÒÎ â îáùåêîâàðèàíò-

íîì ôîðìàëèçìå. Äëÿ ýòîãî íóæíî òîëüêî âûäåëÿòü âûðàæåíèÿ, èìåþ-

ùèå òîæäåñòâåííî ðàâíóþ íóëþ äèâåðãåíöèþ è ÿâëÿþùèåñÿ òåíçîðíûìè

ïëîòíîñòÿìè ïðè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà-

âðåìåíè. Â óðàâíåíèÿõ ýëåêòðîäèíàìèêè åñòü òîëüêî îäíà ïîäîáíàÿ âå-

ëè÷èíà: F µν
,ν, â óðàâíåíèÿõ ßíãà-Ìèëëñà � äâå ~F µν

,ν è ∂ν(∂
µ ~Aν − ∂ν ~Aµ),

Â ÎÒÎ, â ñèëó íåïîëèíîìèàëüíîñòè óðàâíåíèé, ÷èñëî òàêèõ âåëè÷èí, à

ñëåäîâàòåëüíî, è ïñåâäîòåíçîðîâ, áåñêîíå÷íî.

Íàêîíåö çàìåòèì, ÷òî â (3+1)-ïîäõîäå òîæäåñòâ ïîëó÷àåòñÿ ìåíüøå.

Íàïðèìåð, âìåñòî (4)tαβ ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî
(3+1)t00 è

(3+1)tik, íåò òîæäåñòâà,

àíàëîãè÷íîãî

∂α
(4)Jα = ∂α

(
(4)tαβξ

β
)
. (2.19)

2.2.4 Ãëîáàëüíûé ïîäõîä è ñîõðàíåíèå ïîâåðõíîñòíûõ èíòå-

ãðàëîâ

Ðàññìîòðèì îáëàñòü 4-îáúåìà, ëåæàùóþ ìåæäó äâóìÿ ïðîñòðàíñòâåííî-

ïîäîáíûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè, íà áåñêîíå÷íîñòè ïåðåõîäÿùèìè â ãè-

ïåðïëîñêîñòè. Ýòà îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êî-

íå÷íûõ îáëàñòåé, ïîäîáíûõ èçîáðàæåííîé íà Ðèñ. 2.1, ïðè r →∞. Ïàðà-

ìåòð r ìîæåò âûáèðàòüñÿ èíâàðèàíòíûì îáðàçîì, èáî íà ãèïåðïîâåðõíî-

ñòè ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìåòðèêîé åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââî-

äèòñÿ ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ îò êàêîé-ëèáî îäíîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè

êàê íèæíÿÿ ãðàíü äëèí êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ñ

ôèêñèðîâàííîé è ëåæàùèõ íà ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ìîæíî ïîíèìàòü
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r è êàê ïîñòðîåííóþ â àñèìïòîòè÷åñêè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ êîìáè-

íàöèþ
√
xixi. Ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè îïðåäåëåíèÿìè ñâîäèòñÿ ê àñèìï-

òîòè÷åñêè íåñóùåñòâåííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ êîîðäèíàò (èç ãðóïïû G0),

ïîñêîëüêó, ïðèíÿâ íàïðèìåð ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.22), ìû ïîëó÷àåì

rinv =

∫
ds =

∫ √
1 + Φijninjdr = r +O+(r1−ε) +O−(r1−δ) = r(1 + o(1)).

Ïðè ôîðìóëèðîâêå ãëîáàëüíîãî ïîäõîäà â èíâàðèàíòíîé âàðèàöèîííîé

çàäà÷å ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ äâóìÿ ïðåäåëüíûìè ïåðåõîäàìè: r →∞
è δξα(x) → 0. Ïîðÿäîê èõ âûïîëíåíèÿ ìîæåò èìåòü çíà÷åíèå ïðè ìåä-

ëåííîì óáûâàíèè ïîëåé, ò.å. â ïðèñóòñòâèè ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ. Â

íàøåì ïîäõîäå ñíà÷àëà äëÿ êîíå÷íîé îáëàñòè îòáðàñûâàþòñÿ áåñêîíå÷-

íî ìàëûå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî δξα(x), à çàòåì äåëàåòñÿ ïðåäåëüíûé

ïåðåõîä r → ∞, ò.å. îòáðàñûâàþòñÿ ÷ëåíû, äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþ-

ùèå íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ýòîì, â ïðèíöèïå, äîïóñòèìî ðàññìàòðèâàòü

è ðàñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë äåéñòâèÿ, åñëè åãî âàðèàöèÿ êîíå÷íà è ðàçáè-

âàåòñÿ íà êîíå÷íûå ÷àñòè. Áóäåì èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêè äåêàðòî-

âû êîîðäèíàòû. Óñëîâèÿ (1.22) ïðè èíâàðèàíòíîì îòíîñèòåëüíî ãðóïïû

Ïóàíêàðå ðàñïðîñòðàíåíèè èõ íà (4)gµν èìåþò âèä

gµν − ηµν = O+(r−ε) +O−(r−δ), gµν,α = O−(r−1−ε) +O+(r−1−δ), (2.20)

gµν,αβ = O+(r−2−ε) +O−(r−2−δ), δ > 1, |ε− δ| ≤ 1, ε+ δ > 2.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (1.22) äîïîëíÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà N, Ni

N − 1 = O+(x−ε) +O−(r−δ) = Ni,

ïðè÷åì äâà ïåðâûõ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîíèæàþò ïîðÿäîê íà r−1 è

ìåíÿþò ÷åòíîñòü. Áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò áóäåì

ñ÷èòàòü ïðèíàäëåæàùèìè àñèìïòîòè÷åñêîé ãðóïïå Ïóàíêàðå, ò.å. ñîõðà-

íÿþùèìè óñëîâèÿ (2.20) íà áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà â âàðèàöèè äåéñòâèÿ

(2.10) èëè (2.8) ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå r → ∞ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî

áåñêîíå÷íîìó ïðîñòðàíñòâó ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

δL

δN
δ̄N +

δL

δNi

δ̄Ni +
δL

δgik
δ̄gik = O+(r−2−2ε) +O+(r−2−2δ) +O−(r−2−ε−δ),
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êîòîðîå ïðè ε > 1/2, δ > 1 îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà. Íèæå

áóäåò äîêàçàíî, ÷òî âêëàä äèâåðãåíöèè ∂αJα òîæå êîíå÷åí.

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë îò ∂αJα ïî îáëàñòè Ω â âèäå ïîâåðõíîñòíîãî

èíòåãðàëà ïî ∂Ω = (∂Ω)1 ∪ (∂Ω)2 ∪ (∂Ω)3∫
Ω

∂αJ
αd4x =

∮
∂Ω

JαdSα =

∫
(∂Ω)1

+

∫
(∂Ω)2

+

∫
(∂Ω)3

, (2.21)

ãäå Jα ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëèáî â êîâàðèàíòíîì âèäå (2.19), ëèáî â ïñåâ-

äîòåíçîðíîì (2.11), (2.9). Íàïîìíèì, ÷òî â (3+1)-ïîäõîäå, ãäå äîïóñêà-

þòñÿ òîëüêî ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà (2.4), ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû â äåéñòâèè

(2.3) èíâàðèàíòíû ñàìè ïî ñåáå, è äåéñòâèå îñòàíåòñÿ èíâàðèàíòíûì, åñ-

ëè ìû èõ îïóñòèì. Â òî æå âðåìÿ â (3+1)-ïîäõîäå íåò òîæäåñòâà (2.19) è

âîçìîæåí òîëüêî ïñåâäîòåíçîðíûé ñïîñîá çàïèñè (2.9). Íàêîíåö, (3+1)-

ïîäõîä ñ ó÷åòîì óñëîâèé (2.2) äîïóñêàåò òîëüêî ïðåîáðàçîâàíèÿ

ξ0 = ξ0(∞) = const, ξk = Ak`x
` + ak + ηk(x1, x2, x3),

ãäå ηk = O−(r1−ε) +O+(r1−δ) è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

ξα = O−(r1−ε) +O+(r1−δ), ε > 0, δ > 1,

ò.å. â ñõåìó íå óäàåòñÿ âêëþ÷èòü áóñòû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàë ïî (∂Ω)3 â (2.21), âîñïîëüçóåìñÿ (2.19)∫
(∂Ω)3

JαdSα =

∫ t2

t1

∮
(tk0ξ

0 + tk` ξ
`)dSk. (2.22)

è ðàçëîæèì ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïî ñòåïåíÿì ðàçíîñòè gµν −
ηµν. Ëèíåéíûå ÷ëåíû, ñîñòîÿùèå èç âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ gµν,αβ, èìåþò

àñèìïòîòèêó(
tk0
)L

= −2πik,i ≡ ∂0(Φik,i − Φii,k) + (Nk,ii −Ni,ik) = O+(r−2−ε) +O−(r−2−δ),(
tk`
)L

= −2πk`,0 −
1

2
(Φ̄ki,`i + Φ̄`i,ki − Φ̄k`,ii − δk`Φ̄ij,ij)+

+(N,k` − δk`N,ii) = O+(r−2−ε) +O−(r−2−δ),

ãäå Φ̄ij = Φij − 1
2δijΦkk. Ñðåäè îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ äîìèíèðóþò êâàäðà-

òè÷íûå ñ àñèìïòîòèêîé

tk0 − (tk0)L = O+(r−2−2ε) +O+(r−2−2δ) +O−(r−2−ε−δ) = tk` − (tk` )
L (2.23)
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Èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ìîæíî âûíåñòè íåêîòîðûå ÷ëåíû íà ãðàíè-

öó îáëàñòè (∂Ω)3, ò.å. íà ∂(∂Ω)3 = ∂(∂Ω)1 ∪ ∂(∂Ω)2. Äëÿ ýòîãî ñëåäó-

åò âûäåëÿòü â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè (2.22) ïðîèçâîäíûå ïî âðå-

ìåíè. Åñëè íå ïðèíèìàòü â ðàñ÷åò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, òî òàêîå âûäå-

ëåíèå ñòîëü æå íåîäíîçíà÷íî, êàê è ââåäåíèå ïñåâäîòåíçîðà ýíåðãèè-

èìïóëüñà. Îäíàêî ïðè âûáðàííûõ óñëîâèÿõ íà áåñêîíå÷íîñòè (2.20) è

ïðè ξα(x) = ωα βx
β + aα + O−(r1−ε) + O+(r1−δ) ïîäèíòåãðàëüíûå âûðà-

æåíèÿ â (2.22) ëèíåàðèçóþòñÿ è âûíîñèìûå íà ∂(∂Ω)3 âåëè÷èíû îïðåäå-

ëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Òà ÷àñòü ξα(x), êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê ïîäãðóïïå G0,

âîâñå íå äàåò âêëàäà â (2.22) è ïîýòîìó â ýòîì èíòåãðàëå ìîæíî ïðèíÿòü

ξ0 = ω0
kx

k + a0, ξ` = ω`0x
0 + ω`kx

k + a`. (2.24)

Ýòè âûâîäû ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî âûäåëåíèåì ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè

èç (2.23) ïîëó÷àåì â èíòåãðàëàõ ïî (∂Ω)3 âûðàæåíèÿ ñ àñèìïòîòèêîé

O−(r−1−2ε) + O−(r−1−2δ) + O+(r−1−ε−δ), à óìíîæåíèå èõ íà ξα(x) äàåò

O+(r−2ε) + O+(r−2δ) + O−(r−ε−δ) + O−(r−1−2ε) + O−(r−1−2δ). Ïîñêîëüêó

äëÿ ε, δ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà èç (2.20), âñå èíòåãðàëû îêàçûâàþòñÿ

ðàâíûìè íóëþ è âêëàä äàþò òîëüêî ëèíåéíûå ÷ëåíû, ïðè÷åì îí ïîëíî-

ñòüþ ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî (∂Ω)3. Ìû ïîëó÷àåì èç (2.22)∫ t2

t1

dt

∮
tk0ξ

0dSk =

∫ t2

t1

dt

∮
{−∂0[(Φik,i − Φii,k)ξ

0] + (Nk,ii −Ni,ik)ξ
0}dSk, (2.25)

∫ t2

t1

dt

∮
tk` ξ

`dSk =

∫ t2

t1

dt

∮
{−∂0[−2πk`ξ` + (Φk` − δk`Φii)ξ

`
,0]+ (2.26)

+(δk`2Ni,i −Nk,` −N`,k)ξ
`
,0}dSk.

Ïðè ñëîæåíèè (2.25) è (2.26) ÷ëåíû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïîëíûìè ïðîèçâîä-

íûìè ïî âðåìåíè, ñîêðàùàþòñÿ ìåæäó ñîáîé, è òàêèì îáðàçîì,∫
(∂Ω)3

JαdSα =

∮ [
−2πk`ξ` − (Φik,i − Φii,k)ξ

0 + (Φk` − δk`Φii)ξ
`
,0

]
dSk|t2t1 .

Âîñïîëüçîâàâøèñü (2.24) ïîëó÷àåì îáùóþ ôîðìóëó äëÿ âàðèàöèè äåé-

ñòâèÿ

δI =

∫ (
δL

δN
δ̄N +

δL

δNi

δ̄Ni +
δL

δgik
δ̄gik

)
d4x−H(ξα)|t2t1 ,
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ïðè÷åì

H(ξα) =

∫
(NH +NiHi)ξ0d3x+

∫
Hkξ

kd3x+ (2.27)

+P 0a0 − P iai −MkAk −
1

2
M ikAik,

ãäå P 0, P i, Mk, M ik çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (1.21), à

Ak = ω0
k, Aik = ωik.

×èñëåííûå çíà÷åíèÿ ãåíåðàòîðàH(ξα) íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé ñâÿçè ñîâ-

ïàäàþò ñ ïîëó÷åííûìè â ãëàâå 1 è ïîýòîìó, êàê òàì äîêàçàíî, êîíå÷íû è

íå çàâèñÿò îò ïðåîáðàçîâàíèé èç G0. Ïðè ðàññìîòðåíèè èñïîëüçîâàëèñü

àñèìïòîòè÷åñêè äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, íî ëèíåàðèçàöèÿ ìîæåò áûòü

ïðîâåäåíà è â äðóãèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò íà ãèïåðïîâåðõíîñòè.

Ãàìèëüòîíèàí â îáû÷íîì ñìûñëå, ò.å. ãåíåðàòîð òðàíñëÿöèé ïî âðå-

ìåíè, èìååò âèä

H =

∫
(NH +NiHi)d3x+

∮
(gij,j − gjj,i)dSi.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îáû÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà îïðåäåëÿåò

åãî ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ. Âåäü äåéñòâèå (2.3) ïðè

óñëîâèè (2.20) ñîäåðæèò ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû∫
(−π,0 − 2N,kk)d

4x,

êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ïðåîá-

ðàçîâàíèé (2.2). Âàðèàöèÿ ýòèõ ÷ëåíîâ ïðè ïðîèçâîëüíîì ïðåîáðàçîâà-

íèè êîîðäèíàò èç àñèìïòîòè÷åñêîé ãðóïïû Ïóàíêàðå áóäåò èìåòü âèä∫
πNkξ0

,kd
3x|t2t1

è ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðîèçâîëüíûõ ξ0
,k 6= 0 îòëè÷íà îò íóëÿ. Ýòà âàðè-

àöèÿ îáðàòèòñÿ â íóëü òîëüêî äëÿ áîëåå óçêîãî êëàññà ïðåîáðàçîâàíèé

ξ0 =const. ×ëåí −
∫
π,0d

4x ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðîèçâîäÿùóþ

ôóíêöèþ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìåíÿþùåãî ìåñòàìè êîîðäèíà-

òû è èìïóëüñû

gij → πij, πij → −gij.
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Ýòîò ÷ëåí, åñëè íå ó÷èòûâàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-

íûì ïîòåíöèàëüíî ðàñõîäÿùèìñÿ ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (1.22), (1.23)

èëè (2.20). Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà∫
(−gijπij ,0d3x− L =

∫
(NH +NiHi)d3x+

∮
2N,kdSk,

òàêèì îáðàçîì, íå äàåò íàì ïðàâèëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà, ïðè÷åì∮
2N,kdSk 6=

∮
(gij,j − gjj,i)dSi

äàæå ïðè ó÷åòå óðàâíåíèé ñâÿçè.

Äðóãîé çàñëóæèâàþùèé óïîìèíàíèÿ ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî

Pµ 6=
∫
τ 0
µd

3x.

Îí, îäíàêî, íå äîëæåí íèêîãî óäèâëÿòü, ïîñêîëüêó ïñåâäîòåíçîð â ÎÒÎ

íå èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà. Âûøå ìû óæå ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî âñå

ïñåâäîòåíçîðû ýêâèâàëåíòíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åíèÿ èç íèõ èíòå-

ãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé â ñèëó (2.12). Êîíöåïöèÿ ïñåâäîòåíçîðà â ãëî-

áàëüíîì ïîäõîäå ÿâëÿåòñÿ èçëèøíåé, âàæåí ëèøü âèä ∂αJα â öåëîì.

Èç âñåãî ñîäåðæàíèÿ ýòîé ãëàâû âèäíî, ÷òî äåéñòâèå Ãèëüáåðòà (2.1)

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïðè îáùèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîîðäèíàò, è â ÷àñò-

íîñòè, â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (2.20)

ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ àñèìïòîòè÷åñêîé ãðóïïû Ïóàíêàðå. Â ýòîì ñëó÷àå

ïðåäëîæåííûé Íåòåð [3] ìåòîä èññëåäîâàíèÿ èíâàðèàíòíîé âàðèàöèîí-

íîé çàäà÷è, äîïîëíåííûé ó÷åòîì àñèìïòîòè÷åñêèõ óñëîâèé, ïðèâîäèò

ê íàõîæäåíèþ ãåíåðàòîðîâ àñèìïòîòè÷åñêîé ãðóïïû Ïóàíêàðå. Íà ðå-

øåíèÿõ óðàâíåíèé ñâÿçè ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ãåíåðàòîðîâ îäíîçíà÷íî

îïðåäåëåíû è âûðàæàþòñÿ ïîâåðõíîñòíûìè èíòåãðàëàìè ïî áåñêîíå÷íî

óäàëåííîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè.

Íåñîìíåííî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå óñëîâèÿ Ðåäæå-Òåéòåëüáîéìà [1]

(1.15) èëè áîëåå îáùèå óñëîâèÿ (1.22) íå èñêëþ÷àþò âîçìîæíîé ðàñõî-
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äèìîñòè èíòåãðàëà äåéñòâèÿ âíå åãî ýêñòðåìàëåé. Îäíàêî ýòî íå ÿâëÿ-

åòñÿ ïðåïÿòñòâèåì íè äëÿ ïîëó÷åíèÿ èç (2.1) óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, íè

äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Íåòåð. Ðàñõîäèìîñòü ïðè óñëîâèÿõ (1.15) ìîæåò

âîçíèêíóòü èñêëþ÷èòåëüíî èç-çà íåäèíàìè÷åñêîãî âêëàäà ïîëíîé ïðî-

èçâîäíîé ïî âðåìåíè −
∫
π,0d

4x. Â ðàáîòå [17] ïðèâîäèòñÿ àðãóìåíòàöèÿ

â ïîëüçó îòáðàñûâàíèÿ ýòîãî ÷ëåíà â ëàãðàíæèàíå äëÿ óäîáñòâà ïåðå-

õîäà ê ãàìèëüòîíîâó ôîðìàëèçìó, ïîñêîëüêó èìåííî â íåì ñîäåðæàòñÿ

íåæåëàòåëüíûå ïåðåìåííûå: ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò N, Ni

è âòîðûå îò gij. ×òî êàñàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ äèâåðãåíöèé, ò.å. âòî-

ðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì, òî èõ ïðèñóòñòâèå,

ñîãëàñíî [17], íå ñîçäàåò íèêàêèõ çàòðóäíåíèé.

Ðàçóìååòñÿ, êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, èñïîëüçîâàíèå âàðèàöèîííîãî

ïðèíöèïà Ðåäæå-Òåéòåëüáîéìà ïðèâîäèò ê èñêëþ÷åíèþ ïðîèçâîëà â äî-

áàâëåíèè ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ. Îäíàêî â ýòîé ãëàâå äàííûé ïðèíöèï

íå èñïîëüçóåòñÿ.

2.3 Ïðèìåíåíèå ê ýëåêòðîäèíàìèêå

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðîäåìîíñòðèðóåì âîçìîæíîñòè ãëîáàëüíîãî ïîäõîäà â

ïðèìåíåíèè ìåòîäà Íåòåð ê ýëåêòðîäèíàìèêå. Èñòî÷íèêîì çàðÿäà ïóñòü

ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïîëå. Èìååò ìåñòî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî êà-

ëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïëîòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ëàãðàíæèà-

íà èìååò âèä

L = DµφD
µφ? −m2φφ? − 1

4
FµνF

µν ,

ãäå

Dµφ = (∂µ − ieAµ)φ, Dµφ
? = (∂µ + ieAµ)φ?, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.

Êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

φ→ φeiα(x) ' φ+ ieα(x)φ,
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φ? → φ?e−iα(x) ' φ? − ieα(x)φ?,

Aµ → Aµ + ∂µα(x)

îãðàíè÷èì òðåáîâàíèåì ñîõðàíåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè óñëîâèé

Aµ = O+(r−ε) +O−(r−δ),

∂νAµ = O−(r−1−ε) +O+(r−1−δ) = Fµν , ε > 0, δ > 0,

òîãäà äîëæíî áûòü

α(x) = α(∞) +O−(r1−ε) +O+(r1−δ),

∂µα(x) = O+(r−ε) +O−(r−δ),

∂µ∂να(x) = O−(r−1−ε) +O+(r−1−δ),

Òðåáîâàíèå ðåëÿòèâèñòñêîé èíâàðèàíòíîñòè óñëîâèé äàåò |ε − δ| ≤ 1.

Òðåáîâàíèå âêëþ÷åíèÿ ðåøåíèé ñâÿçè ε ≤ 1. Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ, âû-

çâàííàÿ êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì

δI =

∫ (
δL

δφ
δφ+

δL

δφ?
δφ? +

δL

δAµ
δAµ + ∂µJ

µ

)
d4x

ñîäåðæèò äèâåðãåíöèàëüíûé ÷ëåí, êîòîðûé ïðè |ε − δ| ≤ 1, ε + δ > 2

ñâîäèòñÿ ê âèäó∫
∂µJ

µd4x =

[∫
(j0 − F 0k

,k)α(x)d3x+Qα(∞)

]t2
t1

, (2.28)

â ïðåäïîëîæåíèè áûñòðîãî óáûâàíèÿ ïîëåé φ, φ?. Çäåñü

j0 = ieφ
←→
D0φ?, Q =

∮
F 0kdSk

è èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïîâåðõíîñòè.

Âèäíî, ÷òî (2.27) è (2.28) èìåþò ñõîäíîå ñòðîåíèå. Ãåíåðàòîðàìè ñîá-

ñòâåííûõ (â ñìûñëå [18]) ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿþòñÿ ñâÿçè, à íåñîáñòâåí-

íûõ � ñâÿçè ñ äîáàâëåíèåì ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ. Òàêèì îáðàçîì,

èçëîæåííûé â íàñòîÿùåé ãëàâå äèññåðòàöèè ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðåøàòü

çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ãåíåðàòîðîâ íåóáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ïðåîá-

ðàçîâàíèé (èëè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ � àñèìï-

òîòè÷åñêèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ) â ðàçëè÷íûõ òåîðèÿõ ñ ìåäëåííûì óáû-

âàíèåì ïîëåé íà áåñêîíå÷íîñòè.
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2.4 Âûâîäû

Ðàáîòû [33, 34], íà êîòîðûõ îñíîâàíà äàííàÿ ãëàâà, áûëè îïóáëèêîâà-

íû â íà÷àëå 1980-õ ãîäîâ, ïðè÷åì ëèøü â âèäå ïðåïðèíòîâ íà ðóññêîì

ÿçûêå. Ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî îíè íå ïîëó÷èëè îòêëèêà. Íîâûå

èäåè, ñîäåðæàâøèåñÿ â ýòèõ ñòàòüÿõ áûëè çàíîâî ïåðåîòêðûòû â 1996 ã.

Àíäåðñîíîì è Òîððå [121] íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà âàðèàöè-

îííîãî áèêîìïëåêñà [90]. Èçëîæåíèå àâòîðà îñíîâàíî íà êîîðäèíàòíûõ

îáîçíà÷åíèÿõ, â òî âðåìÿ êàê ðàáîòû [121, 122] èñïîëüçóþò èíâàðèàíò-

íûå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû.

Äàííîå íàïðàâëåíèå âûçâàëî èíòåðåñ ó ìàòåìàòèêîâ, îáñóæäàëîñü,

íàïðèìåð, íà ñåìèíàðå èíñòèòóòà Di�ety (Ìîñêâà, 2002 ã.). Èíòåðåñíûå

ðàáîòû îïóáëèêîâàíû òàêæå áðþññåëüñêîé ãðóïïîé [123].

Îñíîâíûå âûâîäû ðàáîò [121, 122, 123] àíàëîãè÷íû ðåçóëüòàòàì äàí-

íîé ãëàâû (íî ñôîðìóëèðîâàíû â áîëåå îáùåé ôîðìå): àñèìïòîòè÷åñêèå

çàêîíû ñîõðàíåíèÿ âîçíèêàþò â êàëèáðîâî÷íî (èëè êîîðäèíàòíî) èíâà-

ðèàíòíûõ òåîðèÿõ ïðè íàëè÷èè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ ëè-

íåàðèçàöèþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïðîèíòåãðèðîâàííûõ (âìåñòå ñ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿìè ñèììåòðèè ôîíà, îêîëî êîòîðîãî âûïîëíåíà ëèíåàðèçàöèÿ)

ïî 3-ìåðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè �òðóáû�, óäàëåííîé â àñèìïòîòè÷åñêóþ

îáëàñòü.

Êîíêðåòíî, ðàçëè÷èÿ âûðàæàþòñÿ â òîì, ÷òî åñëè ó àâòîðà äèññåð-

òàöèè ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â èíòåãðàëå ïî ïîâåðõíîñòè �òðóáû�

ïðèâîäèëîñü ê âèäó ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíí�îé êîîðäèíàòå x0 = t, òî ó

Àíäåðñîíà è äð. [121, 122, 123] îíî ïðèâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöèàëó ãîðèçîí-

òàëüíîé 2-ôîðìû. Â ïåðâîì ñëó÷àå, íåêîâàðèàíòíî, âî âòîðîì � â êîâà-

ðèàíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ýòî òàê èëè èíà÷å ïîçâîëÿåò ñâåñòè èíòåãðàë ïî
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�òðóáå� ê ðàçíîñòè èíòåãðàëîâ ïî åå êðàÿì � 2-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâåí-

íîïîäîáíûì ïîâåðõíîñòÿì. Ýòè èíòåãðàëû è ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè

ñîõðàíÿþùèìèñÿ âåëè÷èíàìè.
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Ðèñ. 2.1: Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.
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Ãëàâà 3

Ñêîáêè Ïóàññîíà, óäîâëåòâîðÿþùèå

òîæäåñòâó ßêîáè òî÷íî

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êàíîíè÷åñêèé ôîðìàëèçì òåîðèè ïîëÿ îáëàäàåò îñîáåííîñòÿìè, êîòî-

ðûõ íåò â ìåõàíèêå. Íåîáõîäèìîñòü èìåòü äåëî ñ âåëè÷èíàìè, êîòîðûå

ïîëó÷àþòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, è èí-

òåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â ãàìèëüòîíèàíå è (èëè) â

ñêîáêàõ Ïóàññîíà ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ. Ìàòåìàòèêè îáû÷íî ïðåä-

ïî÷èòàþò èãíîðèðîâàòü âñå âîçìîæíûå ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû è ñòðî-

ÿò ñâîå òàê íàçûâàåìîå �ôîðìàëüíîå âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå� ïóòåì

îòîæäåñòâëåíèÿ ïîäèíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé, îòëè÷àþùèõñÿ äèâåðãåí-

öèÿìè [84]. Íî â òåîðèè ïîëÿ áûâàþò ñëó÷àè, êîãäà ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû

íå îáðàùàþòñÿ â íóëü è èìåþò ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Ýòà ãëàâà âìåñòå ñî

ñëåäóþùåé ïîñâÿùåíà ðàñïðîñòðàíåíèþ ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà íà

äèâåðãåíöèàëüíûå ÷ëåíû èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, îáîáùåíèþ ôîðìàëüíîãî

âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì òðåáîâàòü, ÷òîáû äëÿ çàìêíóòûõ ñèñòåì ãðà-
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íè÷íûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ âûñòóïàëè íà ðàâíûõ îñíîâàíèÿõ ñ èõ

âíóòðåííèìè çíà÷åíèÿìè è îïðåäåëÿëèñü òîëüêî íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

è äèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè. Â ýòîé ãëàâå ìû îòêàçûâàåìñÿ îò êàêèõ-

ëèáî íåäèíàìè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïî êðàéíåé ìåðå, íà ïåðâîì

ýòàïå èññëåäîâàíèÿ. Â äàëüíåéøåì îíè ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû êàê

è ëþáûå äðóãèå ñâÿçè, íàëàãàåìûå íà íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ äèíàìè-

÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî òàêîé ïîäõîä áóäåò ïîëåçåí äëÿ

ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ðåøåíû

èíûìè ìåòîäàìè. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ â ýòîé è ñëåäó-

þùåé ãëàâàõ ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé, íàøè ìîòèâû îñòàþòñÿ

ôèçè÷åñêèìè.

Íàïîìíèì ñíà÷àëà î íåêîòîðûõ âàæíûõ ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòàõ,

èìåþùèõ îòíîøåíèå ê ïðîáëåìå.

Â èçâåñòíîé ðàáîòå Ðåäæå è Òåéòåëüáîéìà [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ

òîãî ÷òîáû ãàìèëüòîíîâà äèíàìèêà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â àñèìïòîòè÷åñêè-

ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñóùåñòâîâàëà è íå áûëà òðèâèàëüíîé,

íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü â ãàìèëüòîíèàí ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ñïåöè-

àëüíîãî âèäà. Ýòà ðàáîòà òàêæå ñîäåðæèò, õîòÿ è íå â ÿâíîé ôîðìå,

ïðèçíàíèå ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ, âîçíèêàþ-

ùèõ ïðè âû÷èñëåíèè ñêîáîê Ïóàññîíà, òàê êàê áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî

îíè íàõîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîâåðõíîñòíûìè ÷ëåíàìè â ãàìèëüòîíè-

àíå, âûðàæàþùåìñÿ â âèäå àëãåáðû:

{H(N,N i), H(M,M j)} = H(L,Lk),

ãäå

L = N iM,i −M iN,i,

Lk = γkl(NM,l −MN,l) +N lMk
,l −M lNk

,l,

è íà êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå γij, πij è ôóíêöèè N(x), M(x), N i(x),

M j(x) íàëîæåíû îáùåïðèíÿòûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â ãëàâå 1 è â íà-
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øåé ðàáîòå [32] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå ìîæåò áûòü èñïîëü-

çîâàíî ïðè áîëåå îáùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ

ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ â ãàìèëüòîíèàíå. Ñóùíîñòüþ ìåòîäà áûëà íåçà-

âèñèìîñòü ôîðìàëüíî îïðåäåëåííûõ êàíîíè÷åñêèõ ñêîáîê Ïóàññîíà

{F,G} =

∫ [
δF

δγij(x)

δG

δπij(x)
− δG

δγij(x)

δF

δπij(x)

]
d3x,

îò ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ â ãàìèëüòîíèàíàõ F è G. Ýòî ñâîéñòâî

ñòàíäàðòíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äðóãîìó, óïîìÿíó-

òîìó â êíèãå Àðíîëüäà î êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå [87], ãäå äâå ôóíêöèè,

îïðåäåëåííûå ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííûõ, ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü

èõ ñêîáêó Ïóàññîíà òî÷íî, à íå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé. Èòàê, åñëè â

ìåõàíèêå ÿäðî ñêîáêè Ïóàññîíà ñîñòîèò èç êîíñòàíò, â òåîðèè ïîëÿ ÿäðî

äëÿ îáû÷íîé ñêîáêè âêëþ÷àåò òàêæå ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû.

Â ñòàòüÿõ [64], ïîñâÿùåííûõ èçó÷åíèþ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà

(KdV), áûëè îòìå÷åíû òàêèå íåñòàíäàðòíûå îñîáåííîñòè êàê íåêîììóòà-

òèâíîñòü âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ è íàðóøåíèå òîæäåñòâà ßêîáè. Â

ñâÿçè ñ ýòèìè òðóäíîñòÿìè áûëè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè

ñêîáêè Ãàðäíåðà [64, 62, 63]. Èõ ñðàâíåíèå ìîæíî íàéòè â ñòàòüå [65]. Ê

ñîæàëåíèþ, ýòè ñòàòüè îñòàâàëèñü äëÿ íàñ íåèçâåñòíûìè âî âðåìÿ íàïè-

ñàíèÿ ðàáîòû î ïåðåìåííûõ Àøòåêàðà (ãëàâà 5) [36], ãäå áûëè ñäåëàíû

ïîäîáíûå íàáëþäåíèÿ. Ïî-âèäèìîìó, òàêèå íàáëþäåíèÿ äåëàëèñü ìàòå-

ìàòèêàìè äîâîëüíî äàâíî [88, 89, 91]. Â íàøåé ðàáîòå [36] áûëî ñäåëàíî

ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî îáùèì êðèòåðèåì äëÿ âûáîðà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â

ãàìèëüòîíîâîì ïîäõîäå ê òåîðèè ïîëÿ äîëæíî áûòü âûïîëíåíèå òîæäå-

ñòâà ßêîáè äëÿ ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà.

Êàê íàì óäàëîñü âûÿñíèòü èç êíèãè Îëâåðà [79], ïðè èçó÷åíèè ïî-

âåðõíîñòíûõ âîëí â èäåàëüíîé æèäêîñòè Ëüþèñ, Ìàðñäåí, Ìîíòãîìåðè

è Ðàòüþ (LMMR) [69] ïðåäëîæèëè ìîäèôèöèðîâàííóþ ôîðìó êàíîíè-
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÷åñêîé ñêîáêè Ïóàññîíà1

{F,G} =

∫
Ω

[
δ∧F

δq(x)

δ∧G

δp(x)
− δ∧G

δq(x)

δ∧F

δp(x)

]
dnx

+

∮
∂Ω

[
δ∧F

δq(x)

∣∣∣∣∣
∂Ω

δ∨G

δp(x)
+

δ∨F

δq(x)

δ∧G

δp(x)

∣∣∣∣∣
∂Ω

]
dS

−
∮
∂Ω

[
δ∧G

δq(x)

∣∣∣∣∣
∂Ω

δ∨F

δp(x)
+

δ∨G

δq(x)

δ∧F

δp(x)

∣∣∣∣∣
∂Ω

]
dS,

ãäå áûëè îïðåäåëåíû äâå ñîñòàâëÿþùèå âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé, ñî-

ãëàñíî ôîðìóëå:

DqF (q, p) · δq =

∫
Ω

δ∧F

δq
· δqdnx+

∮
∂Ω

δ∨F

δq
· δq|∂ΩdS, (3.1)

â ëåâîé ÷àñòè áûëè èñïîëüçîâàíû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå Ôðåøå, àíà-

ëîãè÷íàÿ ôîðìóëà ïðèìåíÿåòñÿ è äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé ïî

èìïóëüñó. Ýòà ñêîáêà ñîïðîâîæäàåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå

LMMR ðàññìàòðèâàþò êàê íåîáõîäèìûå:

δ∨F

δq

δ∨G

δp
− δ∨G

δq

δ∨F

δp
= 0. (3.2)

LMMR óïîìèíàþò, ÷òî ãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí

â èäåàëüíîé æèäêîñòè (â ñëó÷àå åå ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ) áûëà îòêðû-

òà Çàõàðîâûì [66].

Íèæå ìû îáîáùàåì ôîðìóëó LMMR òàêèì îáðàçîì, ÷òî íîâàÿ ñêîáêà

áóäåò óäîâëåòâîðÿòü òîæäåñòâó ßêîáè áåç êàêèõ áû òî íè áûëî ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü íà ôîðìàëüíî ðàâíûõ îñíî-

âàíèÿõ êàê îáúåìíûå, òàê è ïîâåðõíîñòíûå ãàìèëüòîíèàíû. Ãðàíè÷íûå

çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ïåðåìåííûõ òåïåðü óäîâëåòâîðÿþò ãàìèëüòî-

íîâûì óðàâíåíèÿì, è ôèêñàöèÿ íåêîòîðûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé åñòü ïðî-

ñòî íîâàÿ ñâÿçü, êîòîðàÿ äîëæíà ïðîâåðÿòüñÿ, â ñîãëàñèè ñ ïðîöåäóðîé
1Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ðàáîòà LMMR áûëà äîëîæåíà íà òîé æå êîíôåðåíöèè è îïóáëèêîâàíà

â òîì æå æóðíàëå, ÷òî è ðàáîòà Áóñëàåâà, Ôàääååâà è Òàõòàäæÿíà [63], â êîòîðîé áûëà ìîäèôè-

öèðîâàíà ñêîáêà Ãàðäíåðà äëÿ KdV.
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Äèðàêà, íà íåîáõîäèìîñòü âòîðè÷íûõ è âûñøèõ ñâÿçåé. Òàêîå îáîáùå-

íèå ñêîáêè LMMR ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì òàêæå è ïîòîìó, ÷òî ýòà

ñêîáêà äâóõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèîíàëîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ ôóíê-

öèîíàëîì íå äèôôåðåíöèðóåìûì â ñìûñëå (5.1) è (3.2).

Ìû ïðåäëàãàåì íîâóþ, áîëåå îáùóþ, ôîðìóëó äëÿ ñêîáîê Ïóàññî-

íà [40, 42, 41, 50, 49, 48, 46, 45] è äîêàçûâàåì äëÿ íåñêîëüêèõ âàæíûõ

ñëó÷àåâ, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò ïðåäëîæåííîìó íèæå íîâîìó îïðåäåëå-

íèþ ñêîáêè áåç îòáðàñûâàíèÿ êàêèõ-ëèáî ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ.

Ñëó÷àè, ãäå â ýòîé ãëàâå äåìîíñòðèðóþòñÿ äîêàçàòåëüñòâà, ñëåäóþùèå:

1. óëüòðàëîêàëüíàÿ ñêîáêà ñ ìàòðèöåé èç ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ

(êàíîíè÷åñêèé ñëó÷àé, â ÷àñòíîñòè);

2. óëüòðàëîêàëüíàÿ ñêîáêà, çàâèñÿùàÿ îò ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ, íî íå

îò èõ ïðîèçâîäíûõ (íàèáîëåå èçâåñòíûé ïðèìåð � ñêîáêè Ëè-Ïóàññîíà);

3. íåóëüòðàëîêàëüíûå ñêîáêè ñ ïîñòîÿííîé ñòðóêòóðíîé ìàòðèöåé (ïðè-

ìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ñêîáêà Ãàðäíåðà-Çàõàðîâà-Ôàääååâà äëÿ óðàâ-

íåíèÿ KdV).

Ïëàí ýòîé ãëàâû ñëåäóþùèé.

Â ïàðàãðàôå 2 ìû ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ è êðàòêî ïðåä-

ñòàâèì ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò: îïðåäåëåíèÿ, ëåììû è ôîðìóëû. Ïàðà-

ãðàô 3 ñîäåðæèò èñõîäíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîòèâàöèþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ

íîâûõ ñêîáîê â óëüòðàëîêàëüíîì ñëó÷àå: èäåÿ â òîì, ÷òî ñêîáêà Ïóàñ-

ñîíà äîëæíà ãåíåðèðîâàòü ïîëíóþ âàðèàöèþ ëîêàëüíîãî ôóíêöèîíàëà.

Â ïàðàãðàôå 4 äàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáùèõ ëîêàëüíûõ ñêîáîê. Îí

îñíîâàí íà èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì ëîêàëüíîé ôîðìóëû è âåäåò ê íî-

âûì ïðåäëîæåíèÿì îòíîñèòåëüíî ïðèìåíåíèÿ â ýòîé çàäà÷å îáîáùåííûõ
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ôóíêöèé. Ýòè âû÷èñëåíèÿ îïðàâäàíû �a posteriori� â ïàðàãðàôå 6. Ïà-

ðàãðàô 5 ïîñâÿùåí îïðåäåëåíèþ ïîëíîé âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé êàê

îáîáùåííîé ôóíêöèè. Çäåñü ìû òàêæå ïðåäñòàâëÿåì ôîðìàëüíîå ïðàâè-

ëî óìíîæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ýòî ïðàâèëî

ïîçâîëÿåò çàïèñàòü íîâûå ñêîáêè Ïóàññîíà â òîé æå ôîðìå, ÷òî è ñòàðûå,

íî ñ îáîáùåííûìè âàðèàöèîííûìè ïðîèçâîäíûìè. Ïàðàãðàô 6 ñîäåðæèò

òðè ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâà ßêîáè äëÿ íîâûõ ñêîáîê.

• Ïðîñòåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ïðèìåíèìî òîëüêî ê óëüòðàëîêàëüíûì

ñêîáêàì ñ ïîñòîÿííîé ñòðóêòóðíîé ìàòðèöåé.

• Áîëåå îáùåå äîêàçàòåëüñòâî ïðèìåíèìî ê óëüòðàëîêàëüíûì ñêîá-

êàì, çàâèñÿùèì îò ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî â ñèëü-

íîé ñòåïåíè îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Îëäåðñëè [91] äëÿ

âûñøèõ ýéëåðîâûõ îïåðàòîðîâ.

• Íàêîíåö, äåìîíñòðèðóåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâà ßêîáè äëÿ íåóëü-

òðàëîêàëüíûõ ñêîáîê ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îáùåå äîêàçàòåëüñòâî áóäåò äàíî â ñëåäóþùåé ãëàâå. Îíî îñíîâûâàåòñÿ

íà áîëåå ðàçâèòîì ìàòåìàòè÷åñêîì ôîðìàëèçìå, â ÷àñòíîñòè íà ñêîáêå

Ñõîóòåíà-Íåéåíõåéñà. Â Çàêëþ÷åíèè ýòîé ãëàâû ìû äàåì êðàòêîå ðåçþ-

ìå. Ïðèëîæåíèå ñîäåðæèò ïåðå÷åíü ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ çàïèñè íîâûõ

ñêîáîê.

3.2 Îáîçíà÷åíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò

Ìû èñïîëüçóåì ÿçûê ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò è âìåñòî ìíîãîîáðàçèÿ ñ ãðà-

íèöåé ðàññìàòðèâàåì êîìïàêòíóþ îáëàñòü Ω ïðîñòðàíñòâà Rn ñ ãëàäêîé

ãðàíèöåé ∂Ω. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè åñòü θΩ = θ(PΩ), ãäå
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óðàâíåíèå PΩ(x1, ..., xn) = 0 çàäàåò ãðàíèöó. Íàì íå êàæåòñÿ. ÷òî ïåðåõîä

ê ãëîáàëüíîé ôîðìóëèðîâêå ìîæåò âûçâàòü ñåðüåçíûå çàòðóäíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.1 Èíòåãðàë ïî êîìïàêòíîé îáëàñòè Ω îò ôóíê-

öèè ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ φA(x), A = 1, ..., p, è èõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

DJφ
A äî íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà

F =

∫
Ω
dnxf(φA(x), DJφA(x))

íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ôóíêöèîíàëîì.

Âñå ôóíêöèè f è φA, òàê æå êàê è èõ âàðèàöèè, âñþäó áóäóò ïðåäïîëà-

ãàòüñÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêèìè, ò.å. ïðèíàäëåæàùèìè ïðîñòðàíñòâó C∞(Rn).

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìóëüòèèíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ

J = (j1, ..., jn), DJ =
∂|J |

∂j1x1...∂jnxn
, |J | = j1 + ...+ jn.

Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû äëÿ ìóëüòèèíäåêñîâ îïðåäåëÿþòñÿ ôîð-

ìóëîé (
J

K

)
=

(
j1

k1

)
· · ·
(
jn
kn

)
,

ãäå îáû÷íûå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû åñòü

(
j

k

)
=


j!

k!(j−k)!
, ïðè 0 ≤ k ≤ j,

0, èíà÷å.

Òàê êàê ÷èñëî ñóìì â íåêîòîðûõ ôîðìóëàõ ýòîé ãëàâû äîñòèãàåò 10 è

âûøå, ìû áóäåì ïèñàòü òîëüêî îäèí çíàê ñóììèðîâàíèÿ è íå áóäåì óêà-

çûâàòü èíäåêñû, ïî êîòîðûì îíî ïðîèçâîäèòñÿ. Ñîãëàñíî ýòîìó ïîëó-

ýéíøòåéíîâñêîìó ïðàâèëó, ìû ïîäðàçóìåâàåì ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ïî-

âòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì. Òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, ãäå ìîæåò âîçíèêíóòü

ïóòàíèöà, èíäåêñû ó çíàêà ñóììû áóäóò óêàçûâàòüñÿ ÿâíî. Ìû òàêæå

íå âûïèñûâàåì ïðåäåëîâ ñóììèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó îíè âñåãäà ÿâëÿþòñÿ

åñòåñòâåííûìè, ò.å. ÷ëåíû ñóììû ïðîñòî îáðàùàþòñÿ â íîëü ïðè âûõîäå

çà ýòè ïðåäåëû. Ýòî ïðèÿòíîå ñâîéñòâî áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
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çàìåòíî ïîìîãàåò ïðè èçìåíåíèÿõ ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ. Ñîáëàçíèòåëü-

íî òàêæå îïóñòèòü â èíòåãðàëàõ áåñïîëåçíûé ñèìâîë dnx è ÿâíî âûïè-

ñûâàòü àðãóìåíòû ôóíêöèé òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìîæíî ïåðåïóòàòü.

Â ïðèíöèïå âñå èíòåãðàëû ïî êîíå÷íûì îáëàñòÿì ëó÷øå ïèñàòü êàê èí-

òåãðàëû ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó Rn ââîäÿ â ïîäèíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè îáëàñòè, íî ìû ïàðàëëåëüíî áóäåì èñïîëü-

çîâàòü îáîçíà÷åíèÿ òðåõ òèïîâ:∫
Ω

f èëè

∫
θΩf èëè

∫
θ(PΩ)f.

Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ A. Î÷åíü âàæíûì

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî âêëþ÷àåò â ñåáÿ ôóíêöèîíàëû ñ ïî-

äèíòåãðàëüíûìè âûðàæåíèÿìè, çàâèñÿùèìè îò ïðîèçâîäíûõ ëþáîãî ïî-

ðÿäêà [90]. Èíà÷å ñêîáêà Ïóàññîíà ìîãëà áû âûâîäèòü íàñ çà ïðåäåëû

A.

Îïðåäåëåíèå 2.2 Áèëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ {·, ·}, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ

F,G,H ∈ A

1) {F,G} ∈ A;

2) {F,G} = −{G,F} mod (Div);

3) {{F,G}, H}+ {{H,F}, G}+ {{G,H}, F} = 0 mod (Div);

íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé òåîðåòèêî-ïîëåâîé ñêîáêîé Ïóàññîíà.

Îïðåäåëåíèå 2.3 Áèëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ {·, ·}, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ

F,G,H ∈ A

1) {F,G} ∈ A;

2) {F,G} = −{G,F};

3) {{F,G}, H}+ {{H,F}, G}+ {{G,H}, F} = 0;

íàçûâàåòñÿ íîâîé òåîðåòèêî-ïîëåâîé ñêîáêîé Ïóàññîíà.

Îïðåäåëåíèå 2.4[79, Îïðåäåëåíèå 5.70] Âûñøèå ýéëåðîâû îïåðàòî-

ðû EJ
A îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ôîðìóëó ïîëíîé âàðèàöèè ëîêàëüíîãî ôóíê-
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öèîíàëà

δF =
∑∫

Ω
DJ

(
EJ
A(f)δφA

)
. (3.3)

Ëåììà 2.5[79, Óòâåðæäåíèå 5.72] Âûñøèå ýéëåðîâû îïåðàòîðû ìî-

ãóò áûòü çàäàíû ôîðìóëîé

EJ
A(f) =

∑
K

(−1)|K|+|J |
(
K

J

)
DK−J

∂f

∂φ
(K)
A

. (3.4)

Îáû÷íàÿ âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ (èëè ïðîèçâîäíàÿ Ýéëåðà-Ëàãðàí-

æà) ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì îïåðàòîðîì íóëåâîãî ïîðÿäêà. Çàìåòèì, ÷òî åñ-

ëè J íå ñîäåðæèòñÿ â K, òîãäà âñå âåëè÷èíû, íåñóùèå ìóëüòè-èíäåêñ

(K − J), ðàâíû íóëþ. Ñóììû ïî J â óðàâíåíèè (3.3) è ïî K â óðàâíå-

íèè (3.4) â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè, ïîñêîëüêó ëîêàëü-

íûé ôóíêöèîíàë ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîèçâîä-

íûõ, ñîãëàñíî Îïðåäåëåíèþ 2.1.

Ëåììà 2.6[79, Óòâåðæäåíèå 5.76] Ýéëåðîâû îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿ-

þò ñîîòíîøåíèþ

EJ
A(DIf) = EJ−I

A (f).

Èìåííî áëàãîäàðÿ ýòîìó ñâîéñòâó îïåðàòîðû è ïîÿâèëèñü âïåðâûå â ëè-

òåðàòóðå [92].

Ëåììà 2.7[91, Ïðåäîëæåíèå 3.1] Ýéëåðîâ îïåðàòîð îò ïðîèçâåäåíèÿ

äâóõ ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

EK
A (fg) =

∑
L

(−1)|K|+|L|
(
L

K

)(
EL
A(f)DL−Kg + EL

A(g)DL−Kf

)
.

Ëåììà 2.8[91, Òåîðåìà 2.1] Ïðîèçâåäåíèå ýéëåðîâûõ îïåðàòîðîâ âûðà-

æàåòñÿ ôîðìóëîé

EI
AE

J
B(f) =

∑
K

(−1)|K|
(
J +K

J

)
EI−K
A

∂f

∂φ
(J+K)
B

.

Ëåììà 2.9[91, Ïðåäëîæåíèå 1.1]

∂f

∂φ
(J)
A

=
∑
K

(
K

J

)
DK−JE

K
A (f).
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Ëåììà 2.10[91, Ëåììà 2.2]

∂

∂φ
(I)
A

DJf =
∑
K

(
J

K

)
DJ−K

∂f

∂φ
(I−K)
A

,

Çàìåòèì, ÷òî îáîçíà÷åíèÿ â ðàáîòå [91] îòëè÷àþòñÿ îò íàøèõ, ïîñêîëüêó

òàì íå èñïîëüçóþòñÿ ìóëüòè-èíäåêñû, à îïðåäåëåíèå ýéëåðîâà îïåðàòîðà

EI
A îòëè÷àåòñÿ ôàêòîðîì (−1)|I|.

Íàì òàêæå ïîòðåáóþòñÿ êîìáèíàòîðíûå òîæäåñòâà

Ëåììà 2.11[91, Ëåììà 1.1]
j∑
l=k

(−1)l
(
l

i

)(
j − k
l − k

)
= (−1)j

(
k

j − i

)
,

÷òî òàêæå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
j∑
l=k

(−1)ll!

(l − i)!(l − k)!(j − l)!
= (−1)j

i!k!

(j − i)!(j − k)!(i+ k − j)!
.

Ëåììà 2.12[93, ñòð.616]
j∑
l=0

(
i

l

)(
j − k
j − l

)
=

(
i+ j − k

j

)
,

à ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü òàêæå êàê
j∑
l=0

1

l!(j − l)!(l − k)!(i− l)!
=

(i+ j − k)!

i!j!(j − k)!(i− k)!
.

Îïðåäåëåíèå 2.13[79, Îïðåäåëåíèå 5.28] ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ôðå-

øå îò ôóíêöèè f åñòü äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð DfA
, îïðåäåëÿåìûé

ïðè ïðîèçâîëüíûõ qA ñëåäóþùèì îáðàçîì:

DfA
(q) =

d

dε
f(φA + εqA(φ))

∣∣∣∣∣
ε=0

.

Â íàøåì ñëó÷àå

DfA
=
∑
I

∂f

∂φ
(I)
A

DI . (3.5)

Ïðàâèëî Ëåéáíèöà èìååò âèä

DJ(fg) =
∑
K

(
J

K

)
DKfDJ−Kg. (3.6)
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3.3 Ìîòèâàöèÿ íîâûõ ñêîáîê Ïóàññîíà èç ôîðìóëû

äëÿ ïîëíîé âàðèàöèè

Îáû÷íî ñêîáêè Ïóàññîíà îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì

{F,G} =
∑∫

Ω

∫
Ω

δF

δφA(x)

δG

δφB(y)
{φA(x), φB(y)},

ãäå âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ åñòü ýéëåðîâ îïåðàòîð íóëåâîãî ïîðÿäêà

(ïðîèçâîäíàÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà)
δ

δφA
= E0

A =
∑

(−1)|J |DJ
∂

∂φ
(J)
A

,

è ãäå ìû íå îáðàùàåì âíèìàíèÿ íà ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû, ïîñêîëüêó

âñå îíè ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Çäåñü ìû îãðàíè÷èì ðàññìîòðå-

íèå óëüòðàëîêàëüíûìè ñêîáêàìè Ïóàññîíà. Áîëåå îáùèé ñëó÷àé áóäåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Îïðåäåëåíèå 3.1 Ñòàíäàðòíàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà íàçûâàåòñÿ óëü-

òðàëîêàëüíîé, åñëè

{φA(x), φB(y)} = IABδ(x− y),

ãäå ñòðóêòóðíàÿ ìàòðèöà IAB ìîæåò çàâèñåòü îò ïîëåâûõ ïåðåìåí-

íûõ φA(x) è èõ ïðîèçâîäíûõ DKφA(x).

Ýòè ñêîáêè Ïóàññîíà, âìåñòå ñ ëîêàëüíûì ôóíêöèîíàëîì H, íàçûâà-

åìûì ãàìèëüòîíèàíîì, ãåíåðèðóþò âàðèàöèþ ïðîèçâîëüíîãî ëîêàëüíîãî

ôóíêöèîíàëà F ïðè ôèêñèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèÿõ φA, DJφA ñî-

ãëàñíî ôîðìóëå:

δHF = {F,H} =
∑∫

Ω

δF

δφA
δHφA,

ãäå

δHφA =
∑

IAB
δH

δφB
. (3.7)

Íîâûå ñêîáêè Ïóàññîíà, êîòîðûå ìû èùåì, àíàëîãè÷íî äîëæíû ãåíå-

ðèðîâàòü äëÿ çàäàííîãî ãàìèëüòîíèàíà H ïîëíóþ âàðèàöèþ ëîêàëüíîãî

ôóíêöèîíàëà F â ñîãëàñèè ñ ñîîòíîøåíèåì (3.3)

δHF = {F,H} =
∑∫

Ω

DJ

(
EJ
A(f)δHφA

)
,
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ãäå âàðèàöèè δHφA ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ âûðàæàþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè íå òîëüêî E0
B(h), íî òàêæå è âûñøèõ ýéëåðîâûõ îïåðàòîðîâ

(3.4)

δHφA =
∑

I
(K)
AB E

K
B (h).

Î÷åâèäíî, ÷òî I(0)
AB = IAB, äðóãèå êîýôôèöèåíòû I

(K)
AB áóäóò íàéäåíû

íèæå. Íà ñàìîì äåëå îíè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè, è ýòà ñòî-

ðîíà âîïðîñà áóäåò ðàññìîòðåíà â ñëåäóþùèõ äâóõ ïàðàãðàôàõ. Çäåñü

íàì äîñòàòî÷íî çíàòü èõ �â ñëàáîì ñìûñëå�, ò.å. êàê ôóíêöèîíàëû, îïðå-

äåëåííûå íà ñòàíäàðòíûõ ãëàäêèõ ôóíêöèÿõ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòè êî-

ýôôèöèåíòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç òðåáîâàíèÿ àíòèñèììåòðè÷íîñòè

ñêîáîê Ïóàññîíà, ò.å.,∑∫
Ω

DJ

(
EJ
A(f)I

(K)
AB E

K
B (h)

)
= −

∑∫
Ω

DJ

(
EJ
A(h)I

(K)
AB E

K
B (f)

)
.

Ðàññìîòðèì ýòî óñëîâèå â òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ïîðÿäêó ýéëåðîâûõ

îïåðàòîðîâ |J |+ |K|. Â íóëåâîì ïîðÿäêå òðåáîâàíèå àíòèñèììåòðèè âû-

ïîëíÿåòñÿ áëàãîäàðÿ ñîîòâåòñòâóþùåìó ñâîéñòâó ñòàíäàðòíîé ñêîáêè

I
(0)
AB = −I(0)

BA.

Â ïåðâîì ïîðÿäêå ìû äîëæíû èìåòü∑
A,B

∑
|K|=1

∫
Ω

E0
A(f)I

(K)
AB E

K
B (h) +

∑
A,B

∑
|J |=1

∫
Ω

DJ

(
EJ
A(f)I

(0)
ABE

0
B(h)

)
=

= −
∑
A,B

∑
|K|=1

∫
Ω

E0
A(h)I

(K)
AB E

K
B (f)−

∑
A,B

∑
|J |=1

∫
Ω

DJ

(
EJ
A(h)I

(0)
ABE

0
B(f)

)
.

Åñëè ïåðåãðóïïèðîâàòü ÷ëåíû è âîñïîëüçîâàòüñÿ àíòèñèììåòðèåé â íó-

ëåâîì ïîðÿäêå, òîãäà ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ èíäåêñîâ (A ↔
B), (J ↔ K) ïðåäûäóùåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∑
A,B

∑
|K|=1

∫
Ω

(
E0
A(f)I

(K)
AB E

K
B (h) + E0

A(h)I
(K)
AB E

K
B (f)

)
=

=
∑
A,B

∑
|K|=1

∫
Ω

DK

(
E0
A(f)I

(0)
ABE

K
B (h) + E0

A(h)I
(0)
ABE

K
B (f)

)
.
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ýéëåðîâûõ îïåðàòîðîâ

ïîëó÷àåì∑
A,B

∑
|K|=1

∫
Ω

E0
A(f)I

(K)
AB E

K
B (h) =

∑
A,B

∑
|K|=1

∫
Ω

DK

(
E0
A(f)I

(0)
ABE

K
B (h)

)
. (3.8)

Èòàê, ìû îïðåäåëèëè êîýôôèöèåíòû I
(K)
AB äëÿ ñëó÷àÿ |K| = 1.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïîðÿäîê∑
A,B

∑
|J |=2

∫
Ω

DJ

(
EJ
A(f)I

(0)
ABE

0
B(h)

)
+
∑
A,B

∑
|J |=1

∑
|K|=1

∫
Ω

DJ

(
EJ
A(f)I

(K)
AB E

K
B (h)

)
+

+
∑
A,B

∑
|K|=2

∫
Ω

E0
A(f)I

(K)
AB E

K
B (h) = −

∑
A,B

∑
|J |=2

∫
Ω

DJ

(
EJ
A(h)I

(0)
ABE

0
B(f)

)
−

−
∑
A,B

∑
|J |=1

∑
|K|=1

∫
Ω

DJ

(
EJ
A(h)I

(K)
AB E

K
B (f)

)
−
∑
A,B

∑
|K|=2

∫
Ω

E0
A(h)I

(K)
AB E

K
B (f). (3.9)

Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ðåçóëüòàò ïîëó÷åííûé âûøå (3.8), òî âòîðûå

ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè è â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.9) âçàèìíî ñî-

êðàùàþòñÿ. Ïîâòîðÿÿ òó æå ñàìóþ ïðîöåäóðó, ÷òî áûëà èñïîëüçîâàíà

äëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íàõîäèì∑
|K|=2

∫
Ω

E0
A(f)I

(K)
AB E

K
B (h) =

∑
|K|=2

∫
Ω

DK

(
E0
A(f)I

(0)
ABE

K
B (h)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ÿñíî, ÷òî èç îäíîãî ëèøü òðåáîâàíèÿ àíòèñèììåòðè÷íî-

ñòè ìû, øàã çà øàãîì, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñêîáêà Ïóàññîíà äîëæíà áûòü

çàïèñàíà â âèäå

{F,H} =
∑∫

Ω

DJ+K

(
EJ
A(f)IABE

K
B (h)

)
. (3.10)

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.2 Ôîðìóëà (3.10) äàåò íîâóþ ñêîáêó Ïóàññîíà, åñëè åå

÷ëåí íóëåâîãî ïîðÿäêà (|J | = 0 = |K|) ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé óëü-

òðàëîêàëüíîé ñêîáêîé Ïóàññîíà è ñòðóêòóðíûå êîýôôèöèåíòû IAB íå

çàâèñÿò îò ïðîèçâîäíûõ ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Àíòèñèììåòðè÷íîñòü (3.10) î÷åâèäíà èç ïîñòðîå-

íèÿ. Ñêîáêà ÿâíî ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ôóíêöèîíàëîì è âñå, ÷òî òðåáó-

åòñÿ äîêàçàòü, ýòî òîæäåñòâî ßêîáè. Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ íèæå

â ïàðàãðàôå 3.6. Òàì æå ñíà÷àëà áóäåò äàíî çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòîå

äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà âåëè÷èíû IAB ÿâëÿþòñÿ êîí-

ñòàíòàìè.

Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå è ñëó÷àé, êîãäà IAB

çàâèñÿò îò ïðîèçâîäíûõ ïîëåé, íî òîãäà è óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû, è

äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâà ßêîáè ñòàíîâÿòñÿ áîëåå ñëîæíûìè.

3.4 Ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû è îáîáùåííûå ôóíêöèè

Ñòàíäàðòíàÿ òåîðåòèêî-ïîëåâàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà [79]

{F,G} =
∑∫

Ω

∫
Ω

E0
A(f(x))E0

B(g(y)){φA(x), φB(y)}

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì, ïðèìåíèìûì òîëüêî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

âñå ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì,

ðàâíû íóëþ, áîëåå îáùåãî âûðàæåíèÿ

{F,G} =
∑∫

Ω

∫
Ω

∂f

∂φ
(J)
A (x)

∂g

∂φ
(K)
B (y)

{D(x)
J φA(x), D

(y)
K φB(y)}, (3.11)

èëè

{F,G} =
∑∫

Ω

∫
Ω

DfA(x)DgB(y){φA(x), φB(y)},

ãäå èñïîëüçîâàíû ïðîèçâîäíûå Ôðåøå (3.5).

Îïðåäåëåíèå 4.1 Ñòàíäàðòíàÿ òåîðåòèêî-ïîëåâàÿ ñêîáêà Ïóàññî-

íà íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé, åñëè

{φA(x), φB(y)} =
1

2

∑
L

(
ILAB(x)D

(x)
L − I

L
BA(y)D

(y)
L

)
δ(x− y), (3.12)

ãäå ñóììèðîâàíèå èìååò êîíå÷íûå ïðåäåëû ïî |L|.
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Îáû÷íî â ôîðìóëàõ, ïîäîáíûõ (3.12), ïðèñóòñòâóþò ïðîèçâîäíûå òîëü-

êî ïî îäíîìó àðãóìåíòó èç-çà ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ñîîòíîøåíèé(
D

(x)
J − (−1)|J |D

(y)
J

)
δ(x− y) = 0, (3.13)

âìåñòå ñ

ILAB = (−1)|L|+1ILBA.

Íî åñëè íå âñå ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû, âîçíèêàþùèå ïðè èíòåãðèðîâàíèè

ïî ÷àñòÿì, ðàâíû íóëþ, òîãäà ðàâåíñòâî (3.13) íåâåðíî. Ýòî íàáëþäåíèå

áûëî ñäåëàíî àâòîðîì äèññåðòàöèè â ðàáîòå [36], êîãäà ñòàëî ÿñíî, ÷òî

ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëîâ âèäà∫
Ω

∫
Ω

f(x)g(y)D
(x)
J D

(y)
K δ(x− y), (3.14)

äëÿ êîíå÷íîé îáëàñòè, åñëè ïðîáíûå ôóíêöèè íà ãðàíèöå íåíóëåâûå. Áî-

ëåå ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåé ãëàâå äèññåðòàöèè.

Òåîðèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé [94] òðàêòóåò èõ êàê îïðåäåëåííûå íà

îòêðûòûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà. Â èçâåñòíîé íàì ëèòåðàòóðå ïðîáëå-

ìû, ñâÿçàííûå ñ îïðåäåëåíèåì îáîáùåííûõ ôóíêöèé íà çàìêíóòûõ îá-

ëàñòÿõ, îáñóæäàþòñÿ â êíèãàõ [95, 96], íî òàì íåëüçÿ íàéòè îäíîçíà÷íîãî

îòâåòà íà âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà â âûðàæåíèè (3.14). Ïîýòîìó

ìû ïðåäëàãàåì íîâîå Ïðàâèëî, êîòîðîå íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ ðåçóëü-

òàòàìè ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.

Ïðàâèëî 4.2∫
Ω

∫
Ω

f(x)g(y)D
(x)
J D

(y)
K δ(x− y) =

∫
Ω

DKfDJg. (3.15)

Ýòî Ïðàâèëî îòëè÷àåòñÿ îò òîãî, ÷òî áûëî ïðåäëîæåíî â [36], ïîñêîëüêó

òàì òðåáîâàëàñü ñîâìåñòèìîñòü ñî ñòàíäàðòíûìè ñêîáêàìè Ïóàññîíà.

Âìåñòå âçÿòûå, óðàâíåíèÿ (3.11) è (3.15) äàþò íàì âîçìîæíîñòü ïîëó-

÷èòü íå òîëüêî ðàíåå íàéäåííîå âûðàæåíèå (3.10) äëÿ óëüòðàëîêàëüíûõ

ñêîáîê, íî òàêæå è áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò. Ïîäñòàâèì (3.12) â (3.11)

{F,G} =
1

2

∑∫
Ω

∫
Ω

∂f

∂φ
(J)
A (x)

∂g

∂φ
(K)
B (y)

×
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×D(x)
J D

(y)
K

((
ILAB(x)D

(x)
L − I

L
BA(y)D

(y)
L

)
δ(x− y)

)
,

è âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì Ëåéáíèöà (3.6)

{F,G} =
1

2

∑∫
Ω

∫
Ω

∂f

∂φ
(J)
A (x)

∂g

∂φ
(K)
B (y)

×

×
((

J

M

)
D

(x)
M ILAB(x)D

(x)
L+J−MD

(y)
K −

(
K

M

)
D

(y)
M ILBA(y)D

(x)
J D

(y)
L+K−M

)
δ(x− y).

Çàòåì ñíèìåì îäíî èç èíòåãðèðîâàíèé ñ ïîìîùüþ Ïðàâèëà 4.2

{F,G} =
1

2

∑∫
Ω

((
J

M

)
DL+J−M

∂g

∂φ
(K)
B

DK

(
∂f

∂φ
(J)
A

DMI
L
AB

)
−

−
(
K

M

)
DL+K−M

∂f

∂φ
(J)
A

DJ

(
∂g

∂φ
(K)
B

DMI
L
BA

))
.

Åùå ðàç èñïîëüçóåì ïðàâèëî Ëåéáíèöà

{F,G} =
1

2

∑∫
Ω

((
J

M

)(
K

N

)
DL+J−M

∂g

∂φ
(K)
B

DN+MI
L
ABDK−N

∂f

∂φ
(J)
A

−

−
(
K

M

)(
J

N

)
DL+K−M

∂f

∂φ
(J)
A

DN+MI
L
BADJ−N

∂g

∂φ
(K)
B

)
,

è ñäåëàåì çàìåíû (J ↔ K), (A↔ B) âî âòîðîì ÷ëåíå, òîãäà ïîëó÷èì

{F,G} =
1

2

∑∫
Ω

(
J

M

)(
K

N

)
DN+MI

L
AB×

×
(
DK−N

∂f

∂φ
(J)
A

DL+J−M
∂g

∂φ
(K)
B

−DK−N
∂g

∂φ
(J)
A

DL+J−M
∂f

∂φ
(K)
B

)
.

Ïðåîáðàçóåì çäåñü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â ýéëåðîâû îïåðàòîðû, âîñïîëü-

çîâàâøèñü Ëåììîé 2.9

{F,G} =
1

2

∑∫
Ω

(
J

M

)(
K

N

)(
P

J

)(
Q

K

)
DN+MI

L
AB×

×
(
DP−J+K−NE

P
A (f)DQ−K+L+J−ME

Q
B (g)− (F ↔ G)

)
,

ñäåëàåì çàìåíó J → J + K è âû÷èñëèì ñóììó ïî K, ñîãëàñíî Ëåììå

2.12 ∑
K

(
J +K

M

)(
P

J +K

)(
K

N

)(
Q

K

)
=

(
P

M

)(
Q

N

)(
P +Q−M −N
P − J −N

)
.
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Òîãäà ïîëó÷àåì

{F,G} =
1

2

∑∫
Ω

(
P

M

)(
Q

N

)(
P +Q−M −N
P − J −N

)
×

×DN+MI
L
AB

(
DP−J−NE

P
A (f)DQ+L+J−ME

Q
B (g)− (F ↔ G)

)
.

Ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ëåéáíèöà íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íàéäåííûé ðå-

çóëüòàò ñîâïàäàåò ñ
1

2

∑∫
Ω

DP+Q

(
EP
A (f)ILABDLE

Q
B (g)− (F ↔ G)

)
. (3.16)

Â óëüòðàëîêàëüíîì ñëó÷àå ILAB = δL0IAB, IAB = −IBA, è, î÷åâèäíî, âîñ-

ïðîèçâîäèòñÿ ñîîòíîøåíèå (3.10). Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ìû èìååì íîâóþ

òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.3 Íîâûå ñêîáêè Ïóàññîíà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàíäàðò-

íûì ëîêàëüíûì ñêîáêàì Ïóàññîíà ñ ïîñòîÿííîé ñòðóêòóðíîé ìàòðè-

öåé, äàþòñÿ ôîðìóëîé (3.16).

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíòèñèììåòðèÿ î÷åâèäíà, òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî âû-

ðàæåíèå (3.16) äàåò ëîêàëüíûé ôóíêöèîíàë. Òîæäåñòâî ßêîáè äëÿ ýòîãî

ñëó÷àÿ áóäåò äîêàçàíî â ïàðàãðàôå 6.3.

Çàìå÷àíèå.ßñíî, ÷òî êîíñòðóêöèÿ íå îãðàíè÷èâàåò íàñ ñëó÷àåì ILAB =

const. Íî â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâà ßêîáè ñòàíîâèòñÿ

áîëåå òðóäíûì.

3.5 Ïîëíàÿ âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ è ïðàâèëî óìíî-

æåíèÿ: ê íåôîðìàëüíîìó âàðèàöèîííîìó èñ÷èñ-

ëåíèþ

Çàïèøåì ñòàíäàðòíóþ âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ, ò.å. ïðîèçâîäíóþ Ýéëåðà-

Ëàãðàíæà, â âèäå
δF

δφA(x)
= E0

A(f)θΩ.
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Òîãäà îíà äàñò íàì ïîëíóþ âàðèàöèþ

δF =
∑∫

δF

δφA
δφA,

ëîêàëüíîãî ôóíêöèîíàëà

F =

∫
θΩf(φA, DJφA),

òîëüêî åñëè âñå ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû â îáùåé ôîðìóëå

δF =
∑∫

θΩDJ

(
EJ
A(f)δφA

)
,

ðàâíû íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 5.1Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ δF/δφA, òàêàÿ ÷òî â îáùåì

ñëó÷àå, ò.å. ïðè ëþáûõ ãëàäêèõ âàðèàöèÿõ δφA(x),

δF =
∑∫

δF

δφA
δφA, (3.17)

áóäåò íàçûâàòüñÿ ïîëíîé âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé ëîêàëüíîãî ôóíê-

öèîíàëà F .

Óòâåðæäåíèå 5.2 Ïîëíóþ âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå
δF

δφA
=
∑

(−1)|J |EJ
A(f)DJθΩ, (3.18)

ãäå θΩ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì∑∫
(−1)|J |EJ

A(f)DJθΩδφA =
∑∫

θΩDJ

(
EJ
A(f)δφA

)
=

=
∑∫

Ω

DJ

(
EJ
A(f)δφA

)
.

Óòâåðæäåíèå 5.3 Èñïîëüçóÿ Îïðåäåëåíèå 5.1 ìîæíî çàïèñàòü íîâûå

ñêîáêè Ïóàññîíà (3.16) â âèäå

{F,G} =
∑∫ ∫

δF

δφA(x)
{φA(x), φB(y)} δG

δφB(y)
, (3.19)

74



åñëè ìû ïðèìåì ñëåäóþùåå ïðàâèëî óìíîæåíèÿ:

Ïðàâèëî 5.4

DJθ(PΩ)×DKθ(PΩ) = DJ+Kθ(PΩ).

Çàìå÷àíèå. Êîíå÷íî, ýòî Ïðàâèëî ïðèìåíèìî òîëüêî â ðàìêàõ íàøåé

ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ ñêîáîê Ïóàññîíà. Õîòåëîñü áû íàäåÿòüñÿ, ÷òî

åìó íàéäåòñÿ ìåñòî â íîâîé òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé [97].

ÄîêàçàòåëüñòâîÓòâåðæäåíèÿ 5.3. Ïîäñòàâèì ôîðìóëû (3.18) è (3.12)

â (3.19), è ïåðåáðîñèì âñå ïðîèçâîäíûå ñ δ-ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

1

2

∑
(−1)|J |+|K|+|L|

∫ ∫ [
DL

(
DJ(θ(PΩ(x))EJ

A(f)ILAB(x)

)
DKθ(PΩ(y))EK

B (g)−

−DL

(
DKθ(PΩ(y))EK

B (g)ILBA(y)

)
DJθ(PΩ(x))EJ

A(f)

]
δ(x− y).

Çàòåì âûïîëíèì îäíî èíòåãðèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ δ-ôóíêöèè è âîñïîëü-

çóåìñÿ ïðàâèëîì Ëåéáíèöà

1

2

∑
(−1)|J |+|K|+|L|

(
L

M

)∫ [
DJ+MθΩDKθΩE

K
B (g)DL−M

(
EJ
A(f)ILAB

)
−

−DK+MθΩDJθΩE
J
A(f)DL−M

(
EK
B (g)ILBA

)]
.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ Ïðàâèëà 5.4 è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ìû ïîëó÷àåì

1

2

∑
(−1)|L|+|M |

(
L

M

)∫
Ω

DJ+K+M

[
EK
B (g)DL−M

(
EJ
A(f)ILAB

)
−

−EJ
A(f)DL−M

(
EK
B (g)ILBA

)]
,

è ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ ïðàâèëà Ëåéáíèöà

1

2

∑
(−1)|L|+|M |

(
L

M

)(
M

N

)∫
Ω

DJ+K

[
DNE

K
B (g)DL−N

(
EJ
A(f)ILAB

)
−

−DNE
J
A(f)DL−N

(
EK
B (g)ILBA

)]
.
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Ñóììèðîâàíèå ïî M∑
M

(−1)|M |
(
L

M

)(
M

N

)
= (−1)|L|δL,N , (3.20)

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî, ïðèâîäÿ ê óðàâíåíèþ (3.16).

Óòâåðæäåíèå 5.5 Ïðàâèëî 4.2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì Ïðàâèëà 5.4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè θΩ ìîæíî

çàïèñàòü ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.15) â âèäå èíòåãðàëà ïî áåñêîíå÷íîìó

ïðîñòðàíñòâó Rn∫ ∫
θ(PΩ(x))f(x)θ(PΩ(y))g(y)D

(x)
J D

(y)
K δ(x− y),

òîãäà ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì íå âîçíèêàåò íèêàêèõ ïîâåðõíîñò-

íûõ ÷ëåíîâ, è ìû ïîëó÷àåì

(−1)|J |+|K|
∫ ∫

D
(x)
J

(
θ(PΩ(x))f(x)

)
D

(y)
K

(
θ(PΩ(y))g(y)

)
δ(x− y).

Óáåðåì îäíî èç äâóõ èíòåãðèðîâàíèé ñ ïîìîùüþ δ-ôóíêöèè è ïîëó÷èì

(−1)|J |+|K|
∫
DJ(θΩf)DK(θΩg),

çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì Ëåéáíèöà

(−1)|J |+|K|
∑
L,M

(
J

L

)(
K

M

)∫
DLθΩDMθΩDJ−LfDK−Mg,

è Ïðàâèëîì 5.4. Ïîñëå åùå îäíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïî ïðî-

ñòðàíñòâó Rn ïîëó÷àåì èíòåãðàë ïî îáëàñòè Ω∑
L,M

(−1)|J |+|K|+|L|+|M |
(
J

L

)(
K

M

)∫
Ω

DL+M

(
DJ−LfDK−Mg

)
.

Ñíîâà ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëåéáíèöà è çàòåì âû÷èñëÿÿ ñóììó ïî M ,∑
M

(−1)|M |
(
K

M

)(
L+M

N

)
= (−1)|K|

(
L

N −K

)
,

ïîëó÷àåì ∑
L,N

(−1)|J |+|L|
(
J

L

)(
L

N −K

)∫
Ω

DN+J−LfDK+L−Ng.

Ïîñëå çàìåíû N → N + L è âû÷èñëåíèÿ ñóììû ïî L ñîãëàñíî Ëåììå

2.11 ìû ïîëó÷àåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.15). ×òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü.
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3.6 Äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâà ßêîáè

3.6.1 Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé

Óòâåðæäåíèå 6.1.1 Ñêîáêà Ïóàññîíà ñ ïîñòîÿííîé ñòðóêòóðíîé ìàò-

ðèöåé (3.10) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

{F,G} =
∑∫

Ω

Tr(DfA
IABDgB

), (3.21)

ãäå DfA
� ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå (3.5), ïðè÷åì

Tr(DfA
IABDgB

) =
∑

IABDJ
∂f

∂φ
(I)
A

DI
∂g

∂φ
(J)
B

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì â óðàâíåíèè (3.10) ïðàâèëî Ëåéáíèöà

{F,G} =
∑

IAB

∫
Ω

(
I + J

M

)
DME

I
A(f)DI+J−ME

J
B(g).

Èñïîëüçóÿ Ëåììó 2.5 ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó∑
IAB(−1)|I|+|K|+|J |+|L|

(
I + J

M

)(
K

I

)(
L

J

)∫
Ω

DM+K−I
∂f

∂φ
(K)
A

DI−M+L
∂g

∂φ
(L)
B

.

Òîãäà èçìåíÿÿ èíäåêñûM →M+I è ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ, ñ ïîìîùüþ

Ëåìì 2.11 è 2.12 ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ñóììó∑
I,J

(−1)|I|+|J |
(
I + J

I +M

)(
K

I

)(
L

J

)
= (−1)|K|+|L|δM,L−K .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì (3.21).

Óòâåðæäåíèå 6.1.2 Ñêîáêà Ïóàññîíà, çàäàííàÿ ôîðìóëîé (3.10),

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ßêîáè ïðè IAB = const.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå

{{F,G}, H} =
∑

IABICD

∫
Ω

DI
∂h

∂φ
(J)
B

×

×DJ

(
∂

∂φ
(I)
A

(DK
∂f

∂φ
(L)
C

)DL
∂g

∂φ
(K)
D

+DL
∂f

∂φ
(K)
C

∂

∂φ
(I)
A

(DK
∂g

∂φ
(L)
D

)

)
,

77



ñ ïîìîùüþ Ëåììû 2.10, ïðàâèëà Ëåéáíèöà è àíòèñèììåòðèè îòíîñèòåëü-

íî çàìåíû C ↔ D

{{F,G}, H} =
∑(

K

M

)(
J

N

)
IABICD×

×
∫

Ω

(
DK+N−M

∂2f

∂φ
(I−M)
A ∂φ

(L)
C

DI
∂h

∂φ
(J)
B

DJ+L−N
∂g

∂φ
(K)
D

−

−DK+N−M
∂2g

∂φ
(I−M)
A ∂φ

(L)
C

DI
∂h

∂φ
(J)
B

DJ+L−N
∂f

∂φ
(K)
D

)
.

Ïîñëå öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè ïîëó÷àåì

{{F,G}, H}+ {{H,F}, G}+ {{G,H}, F} =

=
∑(

K

M

)(
J

N

)
IABICD

∫
Ω

DK+N−M
∂2f

∂φ
(I−M)
A ∂φ

(L)
C

×

×

(
DJ+L−N

∂g

∂φ
(K)
D

DI
∂h

∂φ
(J)
B

− (g ↔ h)

)
+ . . . ,

ãäå ìíîãîòî÷èå îáîçíà÷àåò àíàëîãè÷íûå ÷ëåíû ñ öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâ-

ëåííûìè f, g, h. Èçìåíÿÿ èíäåêñû N → N + J , I → I +M , ïîëó÷àåì

{{F,G}, H}+ {{H,F}, G}+ {{G,H}, F} =
∑(

K

K −M

)(
J

J +N

)
×

×IABICD
∫

Ω

DJ+K+N−M
∂2f

∂φ
(I)
A ∂φ

(L)
C

[
DL−N

∂g

∂φ
(K)
D

DI+M
∂h

∂φ
(J)
B

− (g ↔ h)

]
+ . . .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îäíîâðåìåííî çàìåíèòü èíäåêñû I ↔ L, J ↔ K,

M ↔ −N , A ↔ C è B ↔ D, òî âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ èç-

ìåíÿåò çíàê, òîãäà êàê êîýôôèöèåíò ïåðåä ñêîáêàìè îñòàåòñÿ ïðåæíèì.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ðàâíÿåòñÿ íóëþ, è ìû äîêàçàëè òîæäåñòâî ßêîáè

äëÿ ýòîãî ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ.

3.6.2 Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ óëüòðàëîêàëüíîãî ñëó÷àÿ

Óòâåðæäåíèå 6.2.1 Óëüòðàëîêàëüíûå ñêîáêè Ïóàññîíà, çàäàííûå ôîð-

ìóëîé (3.10), ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ,
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íî íå îò èõ ïðîèçâîäíûõ, òî÷íî óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó ßêîáè â

òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàíäàðòíûå ñêîáêè óäîâëåòâî-

ðÿþò åìó ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëíûõ äèâåðãåíöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå

{{F,G}, H} =
∑∫

Ω

DI+J

(
EI
A

(
DK+L

(
EK
C (f)ICDE

L
D(g)

))
IABE

J
B(h)

)

ñîãëàñíî Ëåììàì 2.6 è 2.7. Òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

EM
A (ICD) = δM0

∂ICD
∂φA

,

ìû ïîëó÷àåì

∑
(−1)|I|+|K|+|L|+|M |

(
M

I −K − L

)∫
Ω

DI+J

(
EJ
B(h)IAB

[
δM0

∂ICD
∂φA

×

×DM+K+L−I

(
EK
C (f)EL

D(g)

)
+DM+K+L−IICDE

M
A

(
EK
C (f)EL

D(g)

)])
. (3.22)

Ðàññìîòðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ. Òà êàê M = 0,

áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò íå îáðàùàåòñÿ â íîëü òîëüêî ïðè I = K+L,

ñëåäîâàòåëüíî ýòî ñëàãàåìîå ïðèíèìàåò âèä

∑∫
Ω

DJ+K+L

(
IAB

∂ICD
∂φA

EK
C (f)EL

D(g)EJ
B(h)

)
. (3.23)

Ïîñëå öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè F,G,H è ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ ïî J,K, L

ìû âèäèì, ÷òî ýòî ñëàãàåìîå íå äàåò âêëàäà â ïðàâóþ ÷àñòü òîæäåñòâà

ßêîáè ïðè óñëîâèè

IAB
∂ICD
∂φA

+ IAD
∂IBC
∂φA

+ IAC
∂IDB
∂φA

= 0. (3.24)

Íî èìåííî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì [79] äëÿ âûïîëíåíèÿ òîæ-

äåñòâà ßêîáè (ñ òî÷íîñòüþ äî äèâåðãåíöèé) ñòàíäàðòíûìè ñêîáêàìè

Ïóàññîíà â ýòîì ñëó÷àå. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì íàì íàäî ïîçàáîòèòü-

ñÿ òîëüêî î âòîðîì ÷ëåíå â óðàâíåíèè (3.22).
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Åùå ðàç âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 2.7, òîãäà èíòåðåñóþùèé íàñ ÷ëåí

ïðèíèìàåò âèä

∑
(−1)|I|+|K|+|L|+|N |

(
M

I −K − L

)(
N

M

)∫
Ω

DI+J

(
IABE

J
B(h)×

×DM+K+L−IICD

[
EN
AE

K
C (f)DN−ME

L
D(g) + EN

AE
L
D(g)DN−ME

K
C (f)

])
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå àíòèñèììåòðèþ êîýôôèöèåíòà ïåðåä êâàäðàòíîé

ñêîáêîé îòíîñèòåëüíî çàìåíû C ↔ D è åãî ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî

K ↔ L, ïîëó÷àåì

∑
(−1)|I|+|K|+|L|+|N |

(
M

I −K − L

)(
N

M

)∫
Ω

DI+J

(
IABDM+K+L−IICD×

×EJ
B(h)

[
EN
AE

K
C (f)DN−ME

L
D(g)− EN

AE
K
C (g)DN−ME

L
D(f)

])
.

Ïîñëå öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè F,G,H ýòî âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ïå-

ðåïèñàíî â âèäå

∑
(−1)|I|+|K|+|L|+|N |

(
M

I −K − L

)(
N

M

)∫
Ω

DI+J

(
EN
AE

K
C (f)×

×IABDM+K+L−IICD

[
EJ
B(h)DN−ME

L
D(g)− (G↔ H)

])
+ . . . .

Ïðèìåíèì çäåñü ïðàâèëî Ëåéáíèöà è ïîëó÷èì∑
(−1)|I|+|K|+|L|+|N |

(
M

I −K − L

)(
N

M

)(
I + J

P

)
×

×
(
I + J − P

Q

)(
I + J − P −Q

R

)(
I + J − P −Q−R

S

)
×

×
∫

Ω

DP IABDQ+M+K+L−IICDDRE
N
AE

K
C (f)×

×

[
DS+N−ME

L
D(g)DI+J−P−Q−R−SE

J
B(h)− (G↔ H))

]
+ . . . .

Ïðåîáðàçóåì êîýôôèöèåíò ïåðåä êâàäðàòíîé ñêîáêîé â ñîîòâåòñòâèè ñ

Ëåììàìè 2.8 è 2.5, ò.å., ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó

DRE
N
AE

K
C (f) =

∑
T,U

(−1)|U |+|N |
(
K + T

K

)(
U

N − T

)
DR+T+U−N

∂2f

∂φ
(U)
A ∂φ

(K+T )
C

.
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Ïîñëå ýòîãî ìîæíî óïðîñòèòü âûðàæåíèå ïåðåä êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè

ñ ïîìîùüþ çàìåíû èíäåêñîâ, èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ è ÿâíîãî

âû÷èñëåíèÿ ÷åòûðåõ ñóìì áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ñíà÷àëà ñäåëàåì çàìåíû T → T − K, M → M − K, N → N − K è

âû÷èñëèì ñóììó ïî K ñ ïîìîùüþ Ëåììû 2.11∑
K

(−1)|K|
(
T

K

)(
M −K

I −K − L

)(
N −K
M −K

)
=

(
N − T
I − L

)(
L+N − I
N −M

)
,

(ïðè âû÷èñëåíèè ýòîé ñóììû ïðèìåíÿåòñÿ òðèâèàëüíûé ñäâèã àðãóìåí-

òà, íèæå ìû íå áóäåì áîëüøå îãîâàðèâàòü ïîäîáíûå äåòàëè).

Çàòåì ñäåëàåì ïåðåîïðåäåëåíèÿ ìóëüòè-èíäåêñîâ Q→ Q+I−M−L,
S → S+M−N , R→ R+N è âû÷èñëèì ñóììó ïîM ñ ïîìîùüþ Ëåììû

2.12 ∑
M

(
I + J − P

I +Q−M − L

)(
L+N − I
N −M

)(
J +M + L− P −Q−R−N

S +M −N

)
×

×
(
J +M + L− P −Q

R +N

)
=

(
Q+ S

Q

)(
I + J − P
N +R

)(
I + J − P −N −R
I +Q+ S −N − L

)
.

Ïîñëå åùå îäíîé çàìåíû R→ J +L− P −Q−R− S ìîæíî âû÷èñëèòü

ñóììó ïî N∑
N

(
I + J − P

N + J + L− P −Q−R− S

)(
I −N − L+Q+ S −R
I +Q+ S −N − L

)
×

×
(

U

N − T

)(
N − T
I − L

)
=

(
J + L+ U − P −R

Q+ S − T

)(
U

I − L

)(
I + J − P

R

)
.

È ïîñëåäíèì ñóììèðîâàíèåì áóäåò∑
I

(−1)|I|
(

U

I − L

)(
I + J − P

R

)(
I + J

P

)
= (−1)|U |+|L|

(
P +R

P

)(
L+ J

P +R− U

)
Â ðåçóëüòàòå èíòåðåñóþùèé íàñ ÷ëåí ïðèíèìàåò âèä∑(

Q+ S

Q

)(
P +R

P

)(
L+ J

P +R− U

)(
L+ J + U − P −R

Q+ S − T

)∫
Ω

DP IAB×

×DQICDDJ+L+T+U−P−Q−R−S
∂2f

∂φ
(U)
A ∂φ

(T )
C

[
DRE

J
B(h)DSE

L
D(g)− (H ↔ G)

]
.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè îäíîâðåìåííîé çàìåíå A↔ C, B ↔ D, J ↔ L,

R↔ S, U ↔ T , P ↔ Q êâàäðàòíàÿ ñêîáêà ìåíÿåò çíàê, òîãäà êàê êîýô-

ôèöèåíò ïðè íåé îñòàåòñÿ ïðåæíèì, ò.å. âûðàæåíèå â öåëîì îêàçûâàåòñÿ

ðàâíûì íóëþ. Ñ ó÷åòîì íàøèõ ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ (3.23), (3.24) äî-

êàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

3.6.3 Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ íåóëüòðàëîêàëüíîãî ñëó÷àÿ

Óòâåðæäåíèå 6.3.1 Íåóëüòðàëîêàëüíûå ñêîáêè Ïóàññîíà, çàäàííûå

ôîðìóëîé (3.16), òî÷íî óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó ßêîáè ïðè IKAB =

const.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ Ëåììû 2.6 è çàìåíû èíäåêñîâ I ↔ J ,

A↔ B ìû ïîëó÷àåì

{{F,G}, H} =
1

4

∑
INCD

∫
Ω

DI+J

((
IKABDKE

J
B(h)− EJ

B(h)IKBADK

)
×

×EI−L−M
A

(
EL
C(f)DNE

M
D (g)− (F ↔ G)

))
,

à èñïîëüçóÿ Ëåììó 2.7 íàõîäèì

EI−L−M
A

(
EL
C(f)DNE

M
D (g)

)
=
∑
P

(−1)|P |+|I|+|L|+|M |
(

P

I − L−M

)
×

×
(
EP
AE

L
C(f)DP−I+L+M+NE

M
D (g) + EP−N

A EM
D (g)DP−I+L+ME

L
C(f)

)
.

Çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ ñèììåòðèåé L↔M è ñäåëàåì çàìåíó C ↔ D

{{F,G}, H} =
1

4

∑
(−1)|P |+|I|+|L|+|M |

(
P

I − L−M

)
×

×
∫

Ω

DI+J

((
IKABDKE

J
B(h)− EJ

B(h)IKBADK

)(
INCDE

P
AE

L
C(f)×

×DL+M+P−I+NE
M
D (g)− INDCEP−N

A EL
C(g)DL+M+P−IE

M
D (f)

))
.

82



Çàìåíèì èíäåêñ P → P +N âî âòîðîì ñëàãàåìîì

1

4

∑[(
P

I − L−M

)
INCD − (−1)|N |

P +N

I − L−M
INDC

]
×

×(−1)|P |+|I|+|L|+|M |
∫

Ω

DI+J

((
IKABDKE

J
B(h)− EJ

B(h)IKBADK

)
×

×
(
EP
AE

L
C(f)DM+L+P+N−IE

M
D (g)− (F ↔ G)

))
.

Çàòåì âû÷èñëèì DK ñîãëàñíî ïðàâèëó Ëåéáíèöà∑
Q

(
K

Q

)(
DK−QE

P
AE

L
C(f)DQ+M+L+P+N−IE

M
D (g)− (F ↔ G)

)
è àíàëîãè÷íî DI+J

{{F,G}, H} =
1

4

∑[(
P

I − L−M

)
INCD − (−1)|N |INDC

(
P +N

I − L−M

)]
×

×(−1)|P |+|I|+|L|+|M |
(
I + J

R

)(
I + J −R

S

)∫
Ω

[
IKABDR+KE

J
B(h)×

×
(
DSE

P
AE

L
C(f)DJ−R−S+M+L+P+NE

M
D (g)− (F ↔ G)

)
− IKBADRE

J
B(h)×

×
∑
Q

(
K

Q

)(
DS+K−QE

P
AE

L
C(f)DJ−R−S+M+L+N+P+QE

M
D (g)− (F ↔ G)

)]
Òåïåðü ìû ìîæåì ïðîñóììèðîâàòü ïî I ñîãëàñíî Ëåììå 2.11∑

I

(−1)|I|
(

P

I − L−M

)(
I + J

R

)(
I + J −R

S

)
=

= (−1)|P |+|L|+|M |
(
R + S

R

)(
J + L+M

R + S − P

)
,

∑
I

(−1)|I|
(

P +N

I − L−M

)(
I + J

R

)(
I + J −R

S

)
=

= (−1)|P |+|L|+|M |+|N |
(
R + S

R

)(
J + L+M

R + S − P −N

)
,

è ïîëó÷èòü

{{F,G}, H} =
1

4

∑[(
J + L+M

R + S − P

)
INCD − INDC

(
J + L+M

R + S − P −N

)](
R + S

R

)
×
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×
∫

Ω

(
IKABDR+KE

J
B(h)

(
DSE

P
AE

L
C(f)DJ−R−S+M+L+P+NE

M
D (g)− (F ↔ G)

)
−

−IKBADRE
J
B(h)

∑
Q

(
K

Q

)
×

×
(
DJ−R−S+M+L+N+P+QE

M
D (g)DS+K−QE

P
AE

L
C(f)− (F ↔ G)

))
.

Åñëè â ïåðâîì ñëàãàåìîì ñäåëàòü çàìåíó R→ R−K

1

4

∑[(
J + L+M

R + S − P −K

)
INCD − INDC

(
J + L+M

R + S −K − P −N

)](
R + S −K
R−K

)
×

×
∫

Ω

IKABDRE
J
B(h)

(
DSE

P
AE

L
C(f)DJ−R−S+M+L+P+N+KE

M
D (g)− (F ↔ G)

)
,

à âî âòîðîì çàìåíó S → S −K +Q

−1

4

∑[(
J + L+M

R + S +Q− P −K

)
INCD − INDC

(
J + L+M

R + S +Q−K − P −N

)]
×

×
(
R + S +Q−K

R

)(
K

Q

)∫
Ω

IKBADRE
J
B(h)×

×
(
DSE

P
AE

L
C(f)DJ−R−S+M+L+N+P+KE

M
D (g)− (F ↔ G)

)
,

ìû ïîëó÷èì

{{F,G}, H} =
1

4

∑[(
J + L+M

R + S − P −K

)(
R + S −K
R−K

)
INCDI

K
AB−

−
(

J + L+M

R + S −K − P −N

)(
R + S −K
R−K

)
INDCI

K
AB−

−
∑
Q

(
J + L+M

R + S − P −K +Q

)(
R + S −K +Q

R

)(
K

Q

)
INCDI

K
BA+

+
∑
Q

(
J + L+M

R + S − P −K −N +Q

)(
R + S −K +Q

R

)(
K

Q

)
INDCI

K
BA

]
×

×
∫

Ω

DRE
J
B(h)

(
DSE

P
AE

L
C(f)DJ+M+L+P+N+K−R−SE

M
D (g)− (F ↔ G)

)
.

Äîáàâëÿÿ ÷ëåíû ñ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ, ñãðóïïèðóåì

ñëàãàåìûå

DSE
P
AE

L
C(f)

(
DRE

J
B(h)DJ+M+L+P+N+K−R−SE

M
D (g)− (H ↔ G)

)
,
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è, ñîãëàñíî Ëåììå 2.8 ïîäñòàâèì

DSE
P
AE

L
C(f) = DS

∑
(−1)|T |

(
L+ T

L

)
EP−T
A

∂f

∂φ
(L+T )
C

=

=
∑
T,U

(−1)|U |+|P |
(

U

P − T

)(
L+ T

L

)
DS+U−P+T

∂2f

∂φ
(U)
A ∂φ

(L+T )
C

.

Ïîñëå ýòîãî ñäåëàåì çàìåíó T → T − L

1

4

∑
(−1)|U |+|P |

(
U

L+ P − T

)(
T

L

)
[· · · ]DS+U+T−L−P

∂2f

∂φ
(U)
A ∂φ

(T )
C

×

×
(
DRE

J
B(h)DJ+M+L+P+N+K−R−SE

M
D (g)− (H ↔ G)

)
,

è S → S + L+ P +N +K

1

4

∑
(−1)|U |+|P |

(
T

L

)(
U

L+ P − T

)
×

×

[(
J + L+M

R + S + L+N

)(
R + S + L+ P +N

R−K

)
INCDI

K
AB−

−
(
J + L+M

R + S + L

)(
R + S + L+ P +N

R−K

)
INDCI

K
AB−

−
∑
Q

(
J + L+M

R +Q+ S + L+N

)(
R + S +Q+ P + L+N

R

)(
K

Q

)
INCDI

K
BA+

+
∑
Q

(
J + L+M

R +Q+ S + L

)(
R +Q+ S + L+ P +N

R

)(
K

Q

)
INDCI

K
BA

]
×

×DS+U+T+N+K
∂2f

∂φ
(U)
A ∂φ

(T )
C

(
DRE

J
B(h)DJ+M−R−SE

M
D (g)− (H ↔ G)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ñóììû ïî P∑
P

(−1)|P |
(

U

L+ P − T

)(
R + S + L+ P +N

R−K

)
=

= (−1)|L|+|U |+|T |
(
T +R + S +N

R−K − U

)
,

∑
P

(−1)|P |
(

U

L+ P − T

)(
R + S + L+ P +N +Q

R

)
=

= (−1)|L|+|U |+|T |
(
T +R + S +N +Q

R− U

)
,

85



è ïîëó÷èòü

1

4

∑
(−1)|L|+|T |

(
T

L

)[(
J + L+M

R + S + L+N

)(
T +R + S +N

R−K − U

)
INCDI

K
AB−

−
(
J + L+M

R + S + L

)(
T +R + S +N

R−K − U

)
INDCI

K
AB−

−
∑
Q

(
J + L+M

R +Q+ S + L+N

)(
T +R + S +Q+N

R− U

)(
K

Q

)
INCDI

K
BA+

+
∑
Q

(
J + L+M

R +Q+ S + L

)(
T +R +Q+ S +N

R− U

)(
K

Q

)
INDCI

K
BA

]
×

×DS+U+T+N+K
∂2f

∂φ
(U)
A ∂φ

(T )
C

(
DRE

J
B(h)DJ+M−R−SE

M
D (g)− (H ↔ G)

)
.

Ñóììèðóÿ ïî L∑
L

(−1)|L|
(
T

L

)(
L+ J +M

L+R + S +N

)
= (−1)|T |

(
J +M

R + S +N + T

)
,

∑
L

(−1)|L|
(
T

L

)(
L+ J +M

L+R + S

)
= (−1)|T |

(
J +M

R + S + T

)
,

∑
L

(−1)|L|
(
T

L

)(
L+ J +M

L+R + S +N +Q

)
= (−1)|T |

(
J +M

R + S + T +N +Q

)
,

∑
L

(−1)|L|
(
T

L

)(
L+ J +M

L+R + S +Q

)
= (−1)|T |

(
J +M

R + S + T +Q

)
,

ïîëó÷àåì
1

4

∑[(
J +M

R + S +N + T

)(
T +R + S +N

R−K − U

)
INCDI

K
AB−

−
(

J +M

R + S + T

)(
T +R + S +N

R−K − U

)
INDCI

K
AB−

−
∑
Q

(
J +M

R +Q+ S + T +N

)(
T +R + S +Q+N

R− U

)(
K

Q

)
INCDI

K
BA+

+
∑
Q

(
J +M

R +Q+ S + T

)(
T +R +Q+ S +N

R− U

)(
K

Q

)
INDCI

K
BA

]
×

×DS+U+T+N+K
∂2f

∂φ
(U)
A ∂φ

(T )
C

(
DRE

J
B(h)DJ+M−R−SE

M
D (g)− (H ↔ G)

)
. (3.25)
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Ñäåëàåì çàìåíó èíäåêñîâ S → −S−R+J+M . Ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü

ïî Q â òðåòüåì ñëàãàåìîì â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ∑
Q

(
J +M

J +M − S +N +Q+ T

)(
J +M − S +N +Q+ T

R− U

)(
K

Q

)
=

=

(
J +M

R− U

)(
J +M +K + U −R

S −N − T

)
.

Òîãäà ïîñëå çàìåí R ↔ S, J ↔ M , B ↔ D, A ↔ C, N ↔ K è U ↔ T

ìû âèäèì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îñòàåòñÿ áåç èçìå-

íåíèÿ, íîâîå âòîðîå ðàâíÿåòñÿ ñòàðîìó òðåòüåìó è íàîáîðîò. ×åòâåðòîå

ñëàãàåìîå ïåðåõîäèò ñàìî â ñåáÿ2:∑
Q

(
J +M

J +M − S +Q+ T

)(
J +M − S +Q+ T +N

R− U

)(
K

Q

)
=

=
∑
Q

(
J +M

J +M −R +Q+ U

)(
J +M −R +Q+ U +K

S − T

)(
N

Q

)
.

Î÷åâèäíî, êðóãëàÿ ñêîáêà â óðàâíåíèè (3.25) ìåíÿåò çíàê, è òàêèì îá-

ðàçîì, âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ, è äîêàçàòåëüñòâî íà ýòîì çàêîí÷åíî.

3.7 Âûâîäû

ßñíî, ÷òî âûøåèçëîæåííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåî-

ðèè ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ êðàåì ïóòåì ïîñòóëèðîâàíèÿ Ïðàâèëà 4.2,

íåçàâèñèìî îò ðàññóæäåíèé îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Íîâàÿ ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü äèíàìè÷åñêèå ïðî-

áëåìû, â êîòîðûõ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ïåðåìåííûõ òðàê-

òóþòñÿ íà ðàâíûõ îñíîâàíèÿõ ñ èõ âíóòðåííèìè çíà÷åíèÿìè. Äèíàìè-

êà ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ íà ãðàíèöå îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáúåìíîé, òàê è

ïîâåðõíîñòíîé ÷àñòüþ ãàìèëüòîíèàíà. Êàêîå áû òî íè áûëî ãðàíè÷íîå
2Ìû ïåðâîíà÷àëüíî ñìîãëè ïðîâåðèòü ýòîò ôàêò òîëüêî ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà. Îäíàêî, êàê

ïîçäíåå ëþáåçíî ñîîáùèë àâòîðó Þ.Ã. Ñòðîãàíîâ, à åìó â ñâîþ î÷åðåäü Äæ. Ýíäðþñ, ïîäîáíûå

ñîîòíîøåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â êíèãå [98].
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óñëîâèå åñòü â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðîñòî ñâÿçü â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è

äîëæíî òðàêòîâàòüñÿ ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðå Äèðàêà � ñëåäóåò

èñêàòü âòîðè÷íûå è âûñøèå ñâÿçè. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå âëèÿþò íà äè-

íàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âíóòðè îáëàñòè, äî òåõ ïîð ïîêà ìû íå íà÷èíàåì

ðåøàòü ñâÿçè ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, òàêèå êàê çàêîí Ãàóññà â êàëèáðîâî÷-

íûõ òåîðèÿõ. Òîãäà âîçíèêàåò íåëîêàëüíàÿ çàâèñèìîñòü, âêëþ÷àþùàÿ â

ñåáÿ çàâèñèìîñòü îò ãðàíè÷íûõ ïåðåìåííûõ, è ïîâåðõíîñòíàÿ ÷àñòü ãà-

ìèëüòîíèàíà íà÷èíàåò âëèÿòü íà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âíóòðåííèõ ïåðå-

ìåííûõ (�äèâåðãåíöèè ïåðåñòàþò áûòü äèâåðãåíöèÿìè� â òåðìèíîëîãèè

Àðíîâèòòà, Äåçåðà è Ìèçíåðà [6, p.434] ).

Íåîáõîäèìîñòü ìîäèôèöèðîâàòü ñêîáêó Ïóàññîíà ïðè ðàññìîòðåíèè

çàäà÷ ñ íåòðèâèàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè îñîçíàíà ìíîãèìè, è òå

èëè èíûå ïîïûòêè â ýòîì íàïðàâëåíèè äåëàþòñÿ ïîñòîÿííî. Íàèáîëåå ñå-

ðüåçíûå óñèëèÿ áûëè ïðåäïðèíÿòû, âñëåä çà íàøåé ðàáîòîé, Áåðèíãîì,

ïðåäëîæèâøèì àëüòåðíàòèâíóþ ôîðìóëó è îïóáëèêîâàâøèì ðÿä ñòà-

òåé [55, 74, 75, 76]. Ïîêà ÿñíî, ÷òî ñêîáêó Áåðèíãà íå óäàåòñÿ îáîáùèòü

íà íåóëüòðàëîêàëüíûé ñëó÷àé. Åäèíñòâåííîå (ïî ìíåíèþ àâòîðà äèññåð-

òàöèè) âîçìîæíîå îáîáùåíèå ðàññìîòðåíî íèæå, â ãëàâå 5, è îêàçûâàåòñÿ

íåèíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî îáùèõ çàìåí ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ.

Ãîðàçäî áîëåå ñêðîìíûå óñèëèÿ ïî èçìåíåíèþ ñòàíäàðòíîé ñêîáêè

ïîâåðõíîñòíûìè ÷ëåíàìè áûëè ïðåäïðèíÿòû â ðÿäå äðóãèõ ðàáîò, íà-

ïðèìåð, [119, 124].

Ðàáîòà âûçâàëà îïðåäåëåííûé îòêëèê ó ìàòåìàòèêîâ, ñì. íàïðèìåð [106,

125].

Ðàçâèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ òðàêòîâêîé ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé êàê ïåðâè÷íûõ ñâÿçåé è ïðèìåíåíèåì ê íèì ïðîöåäóðû Äèðàêà äëÿ
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ïðîâåðêè èõ ñîãëàñîâàííîñòè ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ. Ýòà èäåÿ áûëà

âûñêàçàíà â [37] è â äàëüíåéøåì ýêñïëóàòèðîâàëàñü ðÿäîì àâòîðîâ áåç

ññûëîê íà íàøó ðàáîòó [57].

Íàêîíåö, ñëó÷àéíî ýòî èëè íåò, íî ïîñëå âûõîäà ðàáîòû [37] èñïîëü-

çîâàííàÿ òàì ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëèòåðàòóðà ïî âàðèàöèîííîìó êîìïëåêñó

è áèêîìïëåêñó (êíèãà Îëâåðà [79] è ðàáîòû Àíäåðñîíà [90]), ññûëîê íà

êîòîðóþ ðàíüøå àâòîð â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå íå âñòðå÷àë, ñòàëà öè-

òèðîâàòüñÿ ôèçèêàìè, à ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò �

àêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ.
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Ïðèëîæåíèå

Çäåñü ìû ïðèâåäåì ðàçëè÷íûå ôîðìû çàïèñè íîâûõ ñêîáîê Ïóàññîíà

äëÿ ëîêàëüíîãî ñëó÷àÿ (3.12):

1) ÷åðåç ïîëíûå (íå ñòàíäàðòíûå) âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå, çà-

äàííûå ôîðìóëîé (3.18), è ñ ó÷åòîì Ïðàâèëà 5.4:

{F,G} =
∑∫ ∫

δF

δφA(x)
{φA(x), φB(y)} δG

δφB(y)
,

2) ÷åðåç âûñøèå ýéëåðîâû îïåðàòîðû (3.4):

1

2

∑∫
Ω

DP+Q

(
EP
A (f)ÎABE

Q
B (g)− EP

A (g)ÎABE
Q
B (f)

)
,

ãäå

ÎAB =
∑
N

INABDN ,

3) ÷åðåç ïðîèçâîäíûå Ôðåøå (3.5):

{F,G} =
1

2

∑∫
Ω

Tr(DfA
ÎABDgB

−DgA
ÎABDfB

),

4) ÷åðåç ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ:

{F,G} =
1

2

∑∫
Ω

(
〈∇f · C∇g〉 − 〈∇g · C∇f〉

)
,

îïðåäåëåííûå íèæåñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

(∇f)JLA = DL
∂f

∂φ
(J)
A

, (∇g)KMB = DM
∂g

∂φ
(K)
B

,

CJK,LM,AB =

(
J

L

)(
K

M

)
DJ+K−L−M ÎAB.

90



Ãëàâà 4

Äèâåðãåíöèè â ôîðìàëüíîì

âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè

4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ìîæåò ñëóæèòü èäåàëü-

íîé ìîäåëüþ, èëëþñòðèðóþùåé ãàðìîíèþ ôèçèêè è ìàòåìàòèêè. Íà-

÷èíàÿ ñ 1970-õ ãîäîâ ñòàëî ÿñíî, ÷òî ìíîãèå åãî ìàòåìàòè÷åñêèå êîí-

ñòðóêöèè, òàêèå íàïðèìåð, êàê ñêîáêà Ñõîóòåíà-Íåéåíõåéñà [100], ìî-

ãóò áûòü ïåðåíåñåíû è â òåîðèþ ïîëÿ [79, 101]. Ýòî ðàçâèòèå ôîðìàëèç-

ìà ñóùåñòâåííî îáëåã÷èëî ïîèñê íîâûõ íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ ìî-

äåëåé. Åùå áîëåå îáùèå êîíñòðóêöèè, îáúåäèíÿþùèå ñêîáêó Ñõîóòåíà-

Íåéåíõåéñà è ñêîáêó Ôðîëèõåðà-Íåéåíõåéñà, áûëè ðàññìîòðåíû â íà÷àëå

90-õ ãîäîâ À. Âèíîãðàäîâûì [103].

Íî âñå ýòè ìåòîäû (ïåðâîíà÷àëüíî íàçâàííûå ôîðìàëüíûì âàðèà-

öèîííûì èñ÷èñëåíèåì [84]) èìåþò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ. Ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ îãðàíè÷èâàþòñÿ òàêèìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò èíòåãðèðîâàòü ïî

÷àñòÿì. Êàê ïðàâèëî òðåáóþòñÿ èëè ïåðèîäè÷åñêèå óñëîâèÿ, èëè áûñò-

ðîå óáûâàíèå ïåðåìåííûõ íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè. Êîíå÷íî,
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ýòî íå âñå ôèçè÷åñêè èíòåðåñíûå ñëó÷àè. Íàïðèìåð, êóëîíîâñêèé ïîòåí-

öèàë â ýëåêòðîäèíàìèêå íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ äîñòàòî÷íî áûñòðî. Ïî-

äîáíîå ïîâåäåíèå òèïè÷íî è äëÿ ïîëåé ßíãà-Ìèëëñà, è äëÿ ãðàâèòàöèè.

Íåòðèâèàëüíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è âîçíèêàþò òàêæå â äèíàìèêå ñïëîø-

íûõ ñðåä.

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû ââåëè òåîðåòèêî-ïîëåâûå ñêîáêè Ïóàññîíà,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó ßêîáè ïðè ïðîèçâîëüíûõ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèÿõ. Çäåñü ìû îáîáùèì ôîðìàëüíîå âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå íà

íàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà íèêàêèå ãðàíè÷íûå ÷ëåíû, âîçíèêàþùèå

ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì, íå ìîãóò áûòü îòáðîøåíû. Â ñëåäóþùèõ

ãëàâàõ ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ðàçâèâàåìûõ

çäåñü ìåòîäîâ. Èíòåðåñ ê ðîëè äèâåðãåíöèé â òåîðèè ïîëÿ âèäåí èç ìíî-

ãèõ ïóáëèêàöèé, ñì. íàïðèìåð [104, 105, 106].

Äîáàâèì, ÷òî íåäàâíî ïîÿâèëîñü ïðåäëîæåíèå Áåðèíãà äëÿ ñêîáêè

Ïóàññîíà, óäîâëåòâîðÿþùåé òîæäåñòâó ßêîáè íåçàâèñèìî îò ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé [55]. Îäíàêî ýòà íîâàÿ ôîðìóëà íå äàåò âîçìîæíîñòè ðàçâèòü

ãåîìåòðè÷åñêèé ôîðìàëèçì, àíàëîãè÷íûé òîìó, êîòîðûé áóäåò èçëîæåí

â ýòîé ãëàâå. Ïîýòîìó íåÿñíî, ìîæíî ëè ïðèëîæèòü ðåçóëüòàò Áåðèíãà,

íàïðèìåð, ê íåóëüòðàëîêàëüíûì ñêîáêàì. Â ñëåäóþùåé ãëàâå ïîêàçàíî,

÷òî ñêîáêà Áåðèíãà íå îáëàäàåò èíâàðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ïðîèç-

âîëüíûõ çàìåí ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ [44].

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùåãî íåñòàíäàðòíûé õàðàêòåð çà-

äà÷, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå, íàïîìíèì èñòîðèþ äîëãîé äèñ-

êóññèè î ðîëè ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ â êàíîíè÷åñêîì ôîðìàëèçìå

îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Â òå÷åíèå ïðèìåðíî 15 ëåò â íåé ïðèíÿ-

ëè ó÷àñòèå Àðíîâèòò, Äåçåð, Ìèçíåð [6], Äèðàê [5, 4], Õèããñ [14], Øâèí-

ãåð [15], äå Âèòò [16], Ðåäæå è Òåéòåëüáîéì [1]. Ðåøåíèå, íàéäåííîå â

ïîñëåäíåé ðàáîòå [1], äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ ïàðàäèãìîé òðàêòîâêè âñåõ
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áëèçêèõ çàäà÷. Ïðåäëîæåíèå çàêëþ÷àëîñü â òîì, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü

ñïåöèàëüíûé êëàññ òàê íàçûâàåìûõ �äèôôåðåíöèðóåìûõ� ôóíêöèîíà-

ëîâ. Ýòè ôóíêöèîíàëû îïðåäåëÿþòñÿ òðåáîâàíèåì, ÷òîáû èõ âàðèàöèÿ

ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íå ñîäåðæàëà ïîâåðõíîñòíûõ âêëà-

äîâ. Ñêîáêè Ïóàññîíà äëÿ ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðò-

íîé ôîðìóëîé, ò.å. ñîâïàäàþò ñ òåìè, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ â ôîðìàëü-

íîì âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè

{F,G} =

∫
Ω

(
δF

δqA(x)

δG

δpA(x)
− δG

δqA(x)

δF

δpA(x)

)
dnx,

íî ïðè ýòîì çäåñü äîïóñêàþòñÿ è íåíóëåâûå ïîâåðõíîñòíûå âêëàäû.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: óäîâëåòâîðÿþò ëè ýòè ñêîáêè ñòàí-

äàðòíûì àêñèîìàòè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì, ò.å. òîæäåñòâó ßêîáè è çàìêíó-

òîñòè ïóàññîíîâîé àëãåáðû íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå äîïóñòèìûõ ôóíêöè-

îíàëîâ? Äëÿ ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ è àñèìïòîòè-

÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé óòâåðäèòåëüíûé îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ áûë

ïîëó÷åí Áðàóíîì è Ýííî [21]. Ïåðâîå òðåáîâàíèå ÷àñòè÷íî áûëî ïðîàíà-

ëèçèðîâàíî íàìè è â ñëó÷àå, î êîòîðîì ãîâîðèëîñü âûøå, îòâåò òàêæå

îêàçàëñÿ ïîëîæèòåëüíûì.

Òðóäíåå äåéñòâîâàòü â ñëó÷àå êîíå÷íîé îáëàñòè. Ðàññìîòðèì â êà÷å-

ñòâå âòîðîãî ïðèìåðà äèíàìèêó æèäêîñòè èëè ïëàçìû. Ëüþèñ, Ìàðñäåí,

Ìîíòãîìåðè è Ðàòüþ [69] ïîêàçàëè, ÷òî òîæäåñòâî ßêîáè äëÿ ñòàíäàðò-

íîé ñêîáêè Ïóàññîíà ìîæåò íàðóøàòüñÿ äàæå â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîé

ãðàíèöû è ïîýòîìó ñêîáêè Ïóàññîíà äîëæíû áûòü ìîäèôèöèðîâàíû ïî-

âåðõíîñòíûìè ÷ëåíàìè. Â ñëó÷àå ñâîáîäíîé ãðàíèöû îêàçûâàåòñÿ åñòå-

ñòâåííûì ðàñøèðèòü ïðîñòðàíñòâî äîïóñòèìûõ ôóíêöèîíàëîâ, òàê ÷òî-

áû èõ âàðèàöèè ìîãëè âêëþ÷àòü â ñåáÿ íåíóëåâûå ïîâåðõíîñòíûå âêëà-

äû. Íî ñîãëàñíî ðàáîòå [69] ïðèñóòñòâèå íåíóëåâîãî ÷ëåíà ñ δqA â èí-

òåãðàëå ïî ãðàíèöå òðåáóåò îòñóòñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷ëåíà ñ δpA
è íàîáîðîò. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò íîâàÿ ôîðìóëà êàê ñëåäñòâèå îáîá-

ùåíèÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé, êîòîðàÿ òåïåðü ìîæåò ñîäåðæàòü ïî-
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âåðõíîñòíûé âêëàä

δH =

∫
Ω

δ∧H

δqA
δqAdnx+

∮
∂Ω

δ∨H

δqA
δqA
∣∣∣∣
∂Ω

dS +

∫
Ω

δ∧H

δpA
δpAd

nx+

∮
∂Ω

δ∨H

δpA
δpA

∣∣∣∣
∂Ω

dS.

Ê ñîæàëåíèþ, íå ñîâñåì ÿñíî, áóäåò ëè ñêîáêà Ïóàññîíà äâóõ äîïóñòèìûõ

(â íîâîì ñìûñëå) ôóíêöèîíàëîâ ñíîâà äîïóñòèìûì ôóíêöèîíàëîì.

Â êà÷åñòâå òðåòüåãî ïðèìåðà ìû õîòåëè áû îáðàòèòü âíèìàíèå íà

ñëåäñòâèÿ íåêîììóòàòèâíîñòè ñòàíäàðòíûõ âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ,

ò.å. ïðîèçâîäíûõ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà. Ýòà îñîáåííîñòü îáñóæäàëàñü ñ ìà-

òåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ â ðàáîòàõ Àíäåðñîíà [88, 89] è Îëäåðñëè [91].

Àâòîð ñòîëêíóëñÿ ñ ýòîé ïðîáëåìîé íåçàâèñèìî ïðè ðàññìîòðåíèè ïî-

âåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ â ïóàññîíîâîé àëãåáðå ôîðìàëèçìà êàíîíè÷åñêîé

ãðàâèòàöèè Àøòåêàðà [36]. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà

qA(x)→ qA(x), pA(x)→ pA(x) +
δF [q]

δqA(x)
,

ïåðåñòàþò áûòü êàíîíè÷åñêèìè ïðè ó÷åòå ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ. Ïðî-

ñëåæèâàÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýòèì âû÷èñëåíèåì è ñòàíäàðòíûìè ðàñ÷å-

òàìè ñ ïîìîùüþ δ-ôóíêöèé [107, 108, 109] ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñîãëàñîâàíèå

ðåçóëüòàòîâ ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ââåäåíèåì θΩ(x) � õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîé ôóíêöèè îáëàñòè Ω

θΩ(x) =

1 ïðè x ∈ Ω,

0 èíà÷å.

Òîãäà ñòàíäàðòíûå ñîîòíîøåíèÿ(
∂

∂xi
+

∂

∂yi

)
δ(x, y) = 0,

íåîáõîäèìî çàìåíèòü ñëåäóþùèìè:(
θΩ(x)

∂

∂xi
+ θΩ(y)

∂

∂yi

)
δ(x, y) = −∂θΩ

∂xi
δ(x, y),

ãäå ìû ñîõðàíÿåì îáû÷íî îòáðàñûâàåìûé ïîâåðõíîñòíûé ÷ëåí.

Âñå îáñóæäåííûå âûøå ïðèìåðû óêàçûâàþò íà íåîáõîäèìîñòü ðàñøè-

ðåíèÿ ôîðìàëüíîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ íà ïîëíûå äèâåðãåíöèè.
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Ýòî ðàñøèðåíèå ñîñòîèò âî ââåäåíèè íîâîé êâàçèãðàäóèðîâêè äëÿ ëè-

íåéíûõ ïðîñòðàíñòâ ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ, âåêòîðíûõ ïîëåé, ôóíê-

öèîíàëüíûõ ôîðì, ìóëüòè-âåêòîðîâ è äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

×òîáû âåðíóòüñÿ ê ñòàíäàðòíîìó ñëó÷àþ äîñòàòî÷íî áóäåò ïîëîæèòü

θΩ(x) ≡ 1 âî âñåì Rn.

Îáîáùåíèå ôîðìàëüíîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ åñòåñòâåííî âêëþ-

÷àåò íîâîå îïðåäåëåíèå ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ (íå ïî ìîäóëþ äè-

âåðãåíöèé) è èõ äèôôåðåíöèàëîâ (êàê ïîëíûõ âàðèàöèé ïðîèçâîëüíûõ

íà ãðàíèöå). Ìû îïðåäåëèì íèæå íàèáîëåå îáùèì îáðàçîì ïóàññîíîâû

áèâåêòîðû, êîòîðûå ìîãóò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ãðàíè÷íûå âêëàäû. Òàêæå

áóäåò ïåðåñìîòðåíî îïðåäåëåíèå ñïàðèâàíèÿ (èëè âíóòðåííåãî óìíîæå-

íèÿ), â íåì èñïîëüçóåòñÿ ñëåä äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, òàê

÷òî ñïàðèâàíèå îêàçûâàåòñÿ ñîâìåñòèìûì ñ êâàçèãðàäóèðîâêîé. Ñêîáêà

Ïóàññîíà, íàéäåííàÿ [37] è â ïðåäûäóùåé ãëàâå áîëåå èëè ìåíåå ýâðè-

ñòè÷åñêè, òåïåðü âîçíèêàåò íà îñíîâå ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé êàê

{F,G} = dG dF Ψ,

ãäå Ψ � ïóàññîíîâ áèâåêòîð.

Ìû ïîêàæåì çäåñü, ÷òî òîæäåñòâî ßêîáè äëÿ íîâûõ ñêîáîê Ïóàññî-

íà ìîæíî ïðîâåðèòü è áåç äëèííûõ âû÷èñëåíèé áèíîìèàëüíûõ ñóìì,

èñïîëüçîâàííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå è â ðàáîòå [37]. Åãî âûïîëíåíèå ýê-

âèâàëåíòíî îáðàùåíèþ â íîëü ñêîáêè Ñõîóòåíà-Íåéåíõåéñà ïóàññîíîâà

áèâåêòîðà ñ ñàìèì ñîáîé. È â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü ñðàâ-

íèòåëüíî ëåãêî ïðîâåðåíî ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, ïðåäëîæåííîé â êíè-

ãå Îëâåðà [79], ïóòåì åå ìèíèìàëüíîé ìîäèôèêàöèè. Çäåñü ìû óäåëÿåì

áîëüøå âíèìàíèÿ, ÷åì â ïðåäûäóùåé ãëàâå è â ðàáîòå [37], íåóëüòðàëî-

êàëüíûì ãàìèëüòîíîâûì îïåðàòîðàì ñ íåïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè, ïîñêîëüêó ðÿä òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé îêàçûâàåòñÿ ïðåîäîëåííûì.

Áóäåò âûÿñíåíî, ÷òî íå âñå îïåðàòîðû, ÿâëÿâøèåñÿ ãàìèëüòîíîâûìè ïî
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îòíîøåíèþ ê ñòàíäàðòíûì ñêîáêàì, îñòàþòñÿ òàêîâûìè ïî îòíîøåíèþ

ê íîâûì ñêîáêàì. Íàïðèìåð, âòîðàÿ ñòðóêòóðà óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå

Ôðèçà íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ãàìèëüòîíîâîé ïî îòíîøåíèþ ê íîâî-

ìó ôîðìàëèçìó, òîæäåñòâî ßêîáè çäåñü âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ

äî äèâåðãåíöèé. Â ýòîì îòíîøåíèè îíà îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîé ñòðóêòóðû

KdV.

Êàê ïðàâèëî, íèæå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òå æå ñàìûå îáîçíà÷åíèÿ,

÷òî è â ïðåäûäóùåé ãëàâå è â ðàáîòå [37], çà èñêëþ÷åíèåì èçìåíåíèÿ â

îáîçíà÷åíèè äëÿ ïðîèçâîäíîé Ôðåøå (âìåñòîDf áóäåò f ′), êðîìå òîãî ìû

áóäåì ñîâñåì îïóñêàòü çíàê ñóììèðîâàíèÿ (ïðàâèëî Ýéíøòåéíà). Ïî÷òè

âñþäó óäîáíåå çàìåíÿòü èíòåãðàëû ïî êîíå÷íîé îáëàñòè Ω íà èíòåãðà-

ëû ïî áåñêîíå÷íîìó ïðîñòðàíñòâó Rn, âñòàâëÿÿ âî âñå ïîäèíòåãðàëüíûå

âûðàæåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ θΩ. Òîãäà ôîðìàëèçì ñòàíî-

âèòñÿ áëèæå ê ñòàíäàðòíîìó ôîðìàëüíîìó âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ,

ãäå ëîêàëüíûå ôóíêöèîíàëû è ôóíêöèîíàëüíûå ôîðìû îïðåäåëåíû ïî

ìîäóëþ äèâåðãåíöèé. Íî ôîðìàëüíûå äèâåðãåíöèè, êîòîðûå ìû îòáðà-

ñûâàåì çäåñü, ïðåâðàùàþòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì â íóëè ïðè ëþáûõ óñëîâè-

ÿõ íà ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé êîìïàêòíîé îáëàñòè, òîãäà êàê ðåàëüíûå

äèâåðãåíöèè áóäóò îðãàíèçîâàíû â êâàçèãðàäóèðîâàííûå ñòðóêòóðû. Âñå

ââåäåííûå âûøå îïåðàöèè ñîãëàñîâàíû è ñ îòáðàñûâàíèåì ôîðìàëüíûõ

ïîëíûõ äèâåðãåíöèé (åñëè îáúåêò ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíîé äèâåðãåíöèåé,

òî ðåçóëüòàòîì îïåðàöèè ñíîâà áóäåò ôîðìàëüíàÿ äèâåðãåíöèÿ), è ñ êâà-

çèãðàäóèðîâêîé (ò.å. åñëè îáúåêò � ðåàëüíàÿ äèâåðãåíöèÿ, òî è ðåçóëüòàò

ëþáîé îïåðàöèè ñ íèì � ðåàëüíàÿ äèâåðãåíöèÿ). Ðàñøèðåíèå ïðîñòðàí-

ñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, äîïóñêàþùåå èç êâàçèãðàäóèðîâêó,

ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü îáîáùåííîå ïîíÿòèå ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà.
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Òàêèì îáðàçîì, òåïåðü ìîãóò ñòðîèòüñÿ îáîáùåííûå àíòèñèììåòðè÷íûå

îïåðàòîðû, è ôîðìóëà äëÿ ñêîáêè Ïóàññîíà ñòàíîâèòñÿ áîëåå êîìïàêò-

íîé, ÷åì â ïðåäûäóùåé ãëàâå, è ñîîòâåòñòâåííî, â ðàáîòå [37], ïðè òîì

÷òî åå ñìûñë íå èçìåíÿåòñÿ. Íåñìîòðÿ íà ýòî, â äîêàçàòåëüñòâå òîæäå-

ñòâà ßêîáè ìû ïðåäïî÷èòàåì èñïîëüçîâàòü ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òîáû

íå çàòðóäíÿòü ñðàâíåíèå íîâîãî (áîëåå îáùåãî) äîêàçàòåëüñòâà ñ äîêàçà-

òåëüñòâàìè ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ïðèâåäåííûìè âûøå.

Èòàê ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìóëüòè-èíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ J = (j1, ..., jn),

ãäå ji ≥ 0

φ
(J)
A =

∂|J |φA
∂j1x1...∂jnxn

, |J | = j1 + ...+ jn.

Ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

f ′A =
∂f

∂φ
(J)
A

DJ , (4.1)

ãäå

Di =
∂

∂xi
+ φ

(J+i)
A

∂

∂φ
(J)
A

, DJ = Dj1
1 ...D

jn
n , D0

i = 1, D−1
i = 0.

Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû äëÿ ìóëüòè-èíäåêñîâ:(
J

K

)
=

(
j1

k1

)
· · ·
(
jn
kn

)
,

(
j

k

)
=


j!

k!(j−k)!
, ïðè 0 ≤ k ≤ j,

0, èíà÷å.

Âûñøèå ýéëåðîâû îïåðàòîðû [79, 91, 92]:

EJ
A(f) = (−1)|K|+|J |

(
K

J

)
DK−J

∂f

∂φ
(K)
A

. (4.2)

4.2 Ëîêàëüíûå ôóíêöèîíàëû è ýâîëþöèîííûå âåê-

òîðíûå ïîëÿ

Íà÷íåì ñ òåðìèíîëîãèè òåîðèè ãðàäóèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, êàê îíà

äàíà â êíèãå [101]. Ãðàäóèðîâêîé â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L ÿâëÿåòñÿ
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ðàçëîæåíèå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì

âñåì ýëåìåíòàì ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñïåöè-

àëüíîå çíà÷åíèå íåêîòîðîé ôóíêöèè p (ãðàäóèðóþùåé ôóíêöèè).

Â íàøåé ðàáîòå â ðîëè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L áóäóò ïîî÷åðåä-

íî âûñòóïàòü ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ, ôóíêöèîíàëüíûõ

ôîðì, ìóëüòè-âåêòîðîâ (â òîì ÷èñëå 1-âåêòîðîâ è âçàèìíî îäíîçíà÷íî

ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ýâîëþöèîííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé) è ëèíåéíûõ îïå-

ðàòîðîâ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êðîìå ïîñëåäíåãî, èìååò ìåñòî äîïîëíèòåëü-

íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ýëåìåíòîâ ýòèõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ ïî îòíîøå-

íèþ ê ôîðìàëüíîìó èíòåãðèðîâàíèþ ïî ÷àñòÿì, î êîòîðîé ïîäðîáíåå

áóäåò ñêàçàíî íèæå. Îíà çàíèìàåò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè îáû÷íîì

èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì, êîòîðàÿ íàëè÷åñòâóåò â ôîðìàëüíîì âàðèà-

öèîííîì èñ÷èñëåíèè. Èìåÿ â âèäó ýòî óñëîæíåíèå ñòðóêòóðû ëèíåéíûõ

ïðîñòðàíñòâ ìû áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå èõ ðàçëîæåíèÿ íå ãðà-

äóèðîâêîé, à êâàçèãðàäóèðîâêîé.

Íèæå êâàçèãðàäóèðóþùàÿ ôóíêöèÿ p áóäåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ íà

ìíîæåñòâå âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ìóëüòè-èíäåêñîâ J = (j1, . . . , jn), è òà-

êèì îáðàçîì,

L =
∞⊕
J=0

L〈J〉.

Ýëåìåíòû êàæäîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè.

Áóäåì íàçûâàòü îïåðàöèþ ñïàðèâàíèÿ x, y 7→ x ◦ y ñîãëàñîâàííîé ñ

êâàçèãðàäóèðîâêîé, åñëè ñïàðèâàíèå ëþáûõ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ òàêæå

ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, è åñëè

p(x ◦ y) = p(x) + p(y).

Íèæå ìû ïåðåéäåì ê êîíêðåòíûì ñòðóêòóðàì è íà÷íåì ñ ëîêàëüíûõ

ôóíêöèîíàëîâ.

Èìååòñÿ äâà ñïîñîáà çàïèñè ëîêàëüíîãî ôóíêöèîíàëà: êàê èíòåãðàëà

îò ãëàäêîé ôóíêöèè ïîëåé è èõ ïðîèçâîäíûõ äî íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî

98



ïîðÿäêà f 〈0〉
(
φ

(K)
A (x)

)
ïî íåêîòîðîé çàäàííîé îáëàñòè Ω ïðîñòðàíñòâà

Rn, èëè êàê èíòåãðàëà ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó Rn, íî ñ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîé ôóíêöèåé îáëàñòè θΩ.

F =

∫
Ω

f 〈0〉
(
φ

(K)
A (x)

)
dnx ≡

∫
Rn

θΩf
〈0〉dnx. (4.3)

Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, è â ðàáîòå [37], áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàí-

ñòâî ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ A. Çäåñü ìû áóäåì íàçûâàòü ïðèâåäåí-

íóþ âûøå çàïèñü êàíîíè÷åñêèì âèäîì ëîêàëüíîãî ôóíêöèîíàëà. Ìîæíî

ôîðìàëüíî îáîáùèòü ýòî îïðåäåëåíèå, íàçûâàÿ ëîêàëüíûìè ôóíêöèîíà-

ëàìè âûðàæåíèÿ âèäà:

F =

∫
Rn

DJθΩf
〈J〉
(
φ

(K)
A (x)

)
dnx ≡

∫
θ(J)f 〈J〉dnx ≡

∫
fdnx,

ãäå äîïóñêàåòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Çäåñü è â äàëüíåéøåì

ìû óïðîñòèì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ θ è áóäåì îïóñêàòü çíà÷îê

Ω. Âñå èíòåãðàëû, äëÿ êîòîðûõ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íå óêàçàíà ÿâíî,

äîëæíû ïîíèìàòüñÿ êàê èíòåãðàëû ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó Rn, ñèìâîë

dnx â ýòîé ãëàâå îïóñêàåòñÿ. Ðàçóìååòñÿ, ëþáîé ôóíêöèîíàë ìîæåò áûòü

ïðèâåäåí ê âèäó (4.3), ýêñêëþçèâíî èñïîëüçóåìîìó â ïðåäûäóùåé ãëàâå

è â ðàáîòå [37], ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

F =

∫
θf̃ 〈0〉 ≡

∫
Ω

f̃ 〈0〉,

ãäå

f̃ 〈0〉 = (−1)|J |DJf
〈J〉.

Ôîðìàëüíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïî áåñêîíå÷íîìó ïðîñòðàíñòâó

Rn, î÷åâèäíî, èçìåíÿåò âèä ôóíêöèè f è, â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèå êâà-

çèãðàäóèðóþùåé ôóíêöèè p. Â òî æå âðåìÿ î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèîíàë

ïðè ýòîì íå èçìåíÿåòñÿ. Íèæå ñòàíåò ÿñíî, ÷òî îáùàÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ

ñëåäóþùåé: ñ îäíîé ñòîðîíû ó íàñ åñòü ñîãëàñîâàííîñòü îïåðàöèé ñïàðè-

âàíèÿ ñ êâàçèãðàäóèðîâêîé, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � ñ âîçìîæíîñòüþ ïðîèç-

âîäèòü ôîðìàëüíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíûå
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îáúåêòû (ëîêàëüíûå ôóíêöèîíàëû etc.) îïðåäåëÿþòñÿ êàê êëàññû ýêâè-

âàëåíòíîñòè ïî ìîäóëþ ôîðìàëüíûõ äèâåðãåíöèé (ò.å., äèâåðãåíöèé îò

âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ θ-ôàêòîðû), à åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå â îä-

íîðîäíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ñ ôèêñèðîâàííîé êâàçèãðàäóèðóþùåé ôóíê-

öèåé ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òîëüêî äëÿ ïðåäñòàâèòåëåé ýòèõ êëàññîâ.

Íàçîâåì âûðàæåíèÿ âèäà

Ψ =

∫
θ(J)DKψ

〈J〉
A

∂

∂φ
(K)
A

≡
∫
θ(J)ψ〈J〉 ≡

∫
ψ,

ýâîëþöèîííûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè. Äåéñòâèå ýâîëþöèîííîãî âåêòîð-

íîãî ïîëÿ íà ëîêàëüíûé ôóíêöèîíàë äàåòñÿ ôîðìóëîé

ΨF =

∫
θ(I+J)DKψ

〈J〉
A

∂f 〈I〉

∂φ
(K)
A

≡
∫
θ(I+J)ψ〈J〉f 〈I〉 ≡

∫
ψf. (4.4)

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ ñîãëàñîâàíà ñ ôîð-

ìàëüíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì, ò.å.

ψDf = D(ψf),

òàê æå êàê ýòî èìååò ìåñòî è â ôîðìàëüíîì âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè.

Ýòî ñîîòíîøåíèå, ðàçóìååòñÿ, çàïèñàíî äëÿ ïîäèíòåãðàëüíûõ âûðàæå-

íèé.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýâîëþöèîííîå âåêòîðíîå ïîëå ñ êîýôôèöèåíòàìè

ψ
〈J〉
A = DLξ

〈I〉
B

∂λ
〈J−I〉
A

∂φ
(L)
B

−DLλ
〈I〉
B

∂ξ
〈J−I〉
A

∂φ
(L)
B

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîììóòàòîð ýâîëþöèîííûõ âåêòîðíûõ ïî-

ëåé Ξ è Λ

ΨF = [Ξ,Λ]F =

∫ (
ξ(λf)− λ(ξf)

)
,

ïðè òîì, ÷òî äëÿ îïåðàöèè êîììóòèðîâàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî ßêî-

áè, òàê ÷òî ýòè âåêòîðíûå ïîëÿ îáðàçóþò àëãåáðó Ëè.

Îáúÿñíèìñÿ ïî ïîâîäó ïðåäñòàâëåíèÿ ýâîëþöèîííûõ âåêòîðíûõ ïî-

ëåé â âèäå èíòåãðàëîâ, ÷òî èäåò âðàçðåç ñ òðàäèöèîííûìè îáîçíà÷åíèÿ-

ìè.
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Ôîðìàëüíîå âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå [84] îïåðèðóåò ñ ëîêàëüíûìè

ôóíêöèîíàëàìè, ïðåäñòàâëÿåìûìè â âèäå îäíîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ (íà-

ïðèìåð, ïî ïðîñòðàíñòâó Rn) îò ôóíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà, íàïðèìåð,

îò áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ. Ôóíêöèîíàëüíûå ôîðìû è ìóëüòè-

âåêòîðû âûðàæàþòñÿ ïîäîáíûìè æå èíòåãðàëàìè. Ñïàðèâàíèå äâóõ òà-

êèõ îáúåêòîâ ñíîâà äàåò íàì îäíîêðàòíûé èíòåãðàë.

Â òî æå âðåìÿ, øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû, îñîáåííî â ôèçè÷åñêîé ëè-

òåðàòóðå, è äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóþùèå δ-ôóíêöèþ è åå ïðîèç-

âîäíûå. Òîãäà ðåçóëüòàò ñïàðèâàíèÿ äâóõ îäíîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ ïî-

íèìàåòñÿ êàê äâîéíîé èíòåãðàë. Îäíàêî òàê êàê ýòîò äâîéíîé èíòåãðàë

ñîäåðæèò δ-ôóíêöèþ, åãî âñåãäà ìîæíî ïðåâðàòèòü â îäíîêðàòíûé.

Ýòî ïðåâðàùåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà â îäíîêðàòíûé ñ ïîìîùüþ δ-

ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íå ìîæåò âîçíèê-

íóòü íèêàêèõ ãðàíè÷íûõ ÷ëåíîâ. Íî ïðåäìåòîì íàøåãî îáñóæäåíèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ êàê ðàç ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé. Çäåñü òðåáóåòñÿ íîâîå ïðàâè-

ëî, è îíî áûëî ïðåäëîæåíî â ïðåäûäóùåé ãëàâå (è â ðàáîòå [37]) êàê

Ïðàâèëî 4.2 ∫
Ω

∫
Ω

f(x)g(y)D
(x)
J D

(y)
K δ(x, y) =

∫
Ω

DKfDJg. (4.5)

Â ýòîé ãëàâå ìû äàäèì íîâóþ ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìó ýòîãî ïðàâèëà, êî-

òîðàÿ ïîìîãàåò ñîâñåì èçáàâèòüñÿ îò äâîéíûõ èíòåãðàëîâ.

Ïîíÿòèå âåêòîðíîãî ïîëÿ ïåðâîíà÷àëüíî âîçíèêëî ïðè èçó÷åíèè ýâî-

ëþöèîííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ ñèììåòðèé. Â ôîðìàëü-

íîì âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè [84] ôóíêöèîíàëû, â äåéñòâèòåëüíîñòè,

çàìåíÿþòñÿ êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé, è ïîýòîìó äåéñòâèå ýâî-

ëþöèîííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ëîêàëüíûå ôóíêöèîíàëû çàìåíÿåòñÿ èõ

äåéñòâèåì íà ôóíêöèè

ψf = DKψA
∂f

∂φ
(K)
A

.

Îäíàêî ÷òîáû ïðåäñòàâèòü ôóíêöèîíàëû èíòåãðàëàìè è ïîòðåáîâàòü,

÷òîáû ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ýâîëþöèîííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ëîêàëü-
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íûé ôóíêöèîíàë áûë ñíîâà ëîêàëüíûì ôóíêöèîíàëîì, ò.å. èíòåãðàëîì,

àáñîëþòíî åñòåñòâåííî ïðåäñòàâèòü ýâîëþöèîííûå âåêòîðíûå ïîëÿ òàê-

æå â âèäå èíòåãðàëîâ:

Ψ =

∫
Ω

DKψA(x)
∂

∂φ
(K)
A (x)

≡
∫
ψ,

â êîìáèíàöèè ñî ñòàíäàðòíûì ïðàâèëîì

∂φ
(J)
A (y)

∂φ
(K)
B (x)

= δ(x, y)δABδJK . (4.6)

Äðóãèì àðãóìåíòîì, ïîääåðæèâàþùèì íàøè îáîçíà÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ

ýêâèâàëåíòíîñòü ýâîëþöèîííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé è 1-âåêòîðîâ, êîòîðàÿ

äåìîíñòðèðóåòñÿ äëÿ ñòàíäàðòíîãî ôîðìàëüíîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñ-

ëåíèÿ â êíèãå [79], à äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ â ïàðàãðàôå 5 ýòîé ãëàâû. 1-

âåêòîðû êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ìóëüòè-âåêòîðîâ âñåãäà çàïèñûâàþòñÿ â

âèäå èíòåãðàëîâ.

Êðîìå ðåâèçèè îáîçíà÷åíèé õîòåëîñü áû îáðàòèòü âíèìàíèå íà íî-

âóþ îñîáåííîñòü â òðàêòîâêå âåêòîðíûõ ïîëåé: òåïåðü îíè áîëüøå íå

ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè ïî îòíîøåíèþ ê ñòàíäàðòíûì ôóíêöè-

ÿì. Ðàçóìååòñÿ, è â òðàäèöèîííîì ïîäõîäå âåêòîðíûå ïîëÿ íå ÿâëÿþòñÿ

äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèîíàëàì, èáî óìíîæåíèå

ôóíêöèîíàëîâ íå îïðåäåëåíî. Íî ýòè âåêòîðíûå ïîëÿ, òðàäèöèîííî çà-

ïèñûâàåìûå áåç çíàêà èíòåãðàëà, ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè ïî

îòíîøåíèþ ê ôóíêöèÿì. Ýòî ñâîéñòâî çäåñü ÷àñòè÷íî ïîòåðÿíî. Ôîð-

ìàëüíî åãî ìîæíî âîññòàíîâèòü, åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîäèíòåãðàëüíûå

âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå θ êàê ôóíêöèè è ïðèíÿòü ñîîòíîøåíèå

DIθ ×DJθ = DI+Jθ. (4.7)

çà îïðåäåëåíèå èõ óìíîæåíèÿ.

Â òàêîì êîíòåêñòå ôîðìóëà (4.4), ââåäåííàÿ â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ,

ìîæåò ïîíèìàòüñÿ òàêæå êàê ñëåäñòâèå ñòàíäàðòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (4.6)

è íîâîãî îïðåäåëåíèÿ (4.7).
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Òàêèì îáðàçîì, î÷åâèäíî, ÷òî �ïðàâèëî óìíîæåíèÿ îáîáùåííûõ ôóíê-

öèé�, âçÿòîå èç ïðåäûäóùåé ãëàâû, ò.å. óðàâíåíèå (4.7), ÿâëÿåòñÿ íå ÷åì

èíûì êàê ñïîñîáîì îïðåäåëèòü ñïàðèâàíèå, ñîãëàñîâàííîå ñ ââåäåííîé

êâàçèãðàäóèðîâêîé.

Íàêîíåö, óïîìÿíåì î âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàòü â ðàìêàõ ýòîãî ôîð-

ìàëèçìà è äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ. Êîíå÷íî, ìîæíî èçáåæàòü θ-ôóíêöèé è

ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî èíòåãðàëàìè ïî îáëàñòè Ω. Òîãäà ëþáîé ëîêàëüíûé

ôóíêöèîíàë ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

F =

∫
Ω

DJf
〈〈J〉〉,

ãäå

f 〈〈J〉〉 = (−1)|J |f 〈J〉,

àíàëîãè÷íî ïåðåïèñûâàþòñÿ è äðóãèå îáúåêòû. Ñîîòâåòñòâåííî óðàâíå-

íèå (4.4) áóäåò çàïèñûâàòüñÿ êàê

ΨF =

∫
Ω

DI+J

(
DKψ

〈〈J〉〉
A

∂f 〈〈I〉〉

∂φ
(K)
A

)
.

4.3 Äèôôåðåíöèàëû è ôóíêöèîíàëüíûå ôîðìû

Äèôôåðåíöèàë ëîêàëüíîãî ôóíêöèîíàëà åñòü ïðîñòî åãî ïåðâàÿ âàðèàöèÿ

dF =

∫
θ(J) ∂f

〈J〉

∂φ
(K)
A

δφ
(K)
A ≡

∫
θ(J)

df 〈J〉 ≡
∫

df,

çäåñü è â äàëüíåéøåì δφ(K)
A = DKδφA. Ýòî òàêæå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç

ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå (4.1) èëè ÷åðåç âûñøèå ýéëåðîâû îïåðàòîðû (4.2)

dF =

∫
θ(J)f 〈J〉

′
(δφ) =

∫
θ(J)DK

(
EK
A (f 〈J〉)δφA

)
.

Ýòîò äèôôåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì ïðèìåðîì ôóíêöèîíàëüíîé

1-ôîðìû. Îáùàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ 1-ôîðìà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

Σ =

∫
θ(J)σ

〈J〉
AKδφ

(K)
A ≡

∫
θ(J)σ〈J〉 ≡

∫
σ.
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Êîíå÷íî, êîýôôèöèåíòû σ
〈J〉
AK íå îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì,

òàê êàê ìû âñåãäà ìîæåì âûïîëíèòü ôîðìàëüíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî

÷àñòÿì. Íàçîâåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå êàíîíè÷åñêèì âèäîì ôóíêöè-

îíàëüíîé 1-ôîðìû

Σ =

∫
θ(J)σ

〈J〉
A δφA.

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ôóíêöèîíàëüíûå m-ôîðìû êàê èíòå-

ãðàëû èëè êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ìîäóëþ ôîðìàëüíûõ äèâåðãåíöèé

îò âåðòèêàëüíûõ m-ôîðì

Σ =
1

m!

∫
θ(J)σ

〈J〉
A1K1,...,AmKm

δφ
(K1)
A1
∧ · · · ∧ δφ(Km)

Am
=

∫
θ(J)σ〈J〉 =

∫
σ.

Îïðåäåëèì ñïàðèâàíèå (èëè âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå) ýâîëþöèîííîãî

âåêòîðíîãî ïîëÿ è 1-ôîðìû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Σ(Ξ) = Ξ Σ =

∫
θ(I+J)σ

〈J〉
AKDKξ

〈I〉
A =

∫
θ(I+J)σ〈J〉(ξ〈I〉) =

∫
σ(ξ). (4.8)

Âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå ýâîëþöèîííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ è ôóíêöèî-

íàëüíîé m-ôîðìû çàäàåòñÿ êàê

Ξ Σ =
1

m!
(−1)i+1

∫
θ(I+J)σ

〈J〉
A1K1,...,AmKm

DKi
ξ
〈I〉
Ai
δφ

(K1)
A1
∧ . . .

· · · ∧ δφ(Ki−1)
Ai−1

∧ δφ(Ki+1)
Ai+1

∧ · · · ∧ δφ(Km)
Am

.

Òîãäà çíà÷åíèå m-ôîðìû íà m ýâîëþöèîííûõ âåêòîðíûõ ïîëÿõ áóäåò

çàäàâàòüñÿ âûðàæåíèåì

Σ(Ξ1, . . . ,Ξm) = Ξm . . .Ξ1 Σ.

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

(Dσ)(ξ1, . . . , ξm) = D (σ(ξ1, . . . , ξm)) .

Äèôôåðåíöèàë m-ôîðìû, êîòîðûé çàäàåòñÿ êàê

dΣ =
1

m!

∫
θ(J)

∂σ
〈J〉
A1K1,...,AmKm

∂φ
(K)
A

δφ
(K)
A ∧ δφ(K1)

A1
∧ · · · ∧ δφ(Km)

Am
=

∫
θ(J)

dσ〈J〉 =

∫
dσ,

óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòíûì ñâîéñòâàì

d
2 = 0
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è

dΣ(Ξ1, . . . ,Ξm+1) =
∑
i

(−1)i+1ΞiΣ(Ξ1, . . . , Ξ̂i, . . . ,Ξm+1)+

+
∑
i<j

(−1)i+jΣ([Ξi,Ξj],Ξ1, . . . , Ξ̂i, . . . , Ξ̂j, . . . ,Ξm+1).

Ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìû Σ âäîëü ýâîëþöèîííîãî âåê-

òîðíîãî ïîëÿ Ξ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé ôîðìó-

ëû:

LΞΣ = Ξ dΣ + d

(
Ξ Σ

)
.

4.4 Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû è èõ ñîïðÿæåí-

íûå

Íàçîâåì ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû âèäà

ÎAB = θ(J)I
〈J〉N
AB DN

êâàçèãðàäóèðîâàííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè.

Áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Î∗ ñîïðÿ-

æåííûì Î, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà ãëàäêèõ ôóíêöèé fA, gA èìå-

åò ìåñòî ðàâåíñòâî ∫
fAÎABgB =

∫
gAÎ

∗
ABfB.

Ìîæíî âûâåñòè âèä êîýôôèöèåíòîâ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

I
∗〈J〉M
AB = (−1)|K|

(
K

L

)(
K − L
M

)
DK−L−MI

〈J−L〉K
BA . (4.9)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èç Ïðàâèëà 4.2 ïðåäûäóùåé ãëàâû è ðàáîòû [37]

ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

ÎAB(x)δ(x, y) = Î∗BA(y)δ(x, y).

Íàïðèìåð, ïîëó÷àåì(
θ(x)

∂

∂xi
+ θ(y)

∂

∂yi

)
δ(x, y) = −θ(i)δ(x, y). (4.10)
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Ïîâòîðèì çäåñü çàìå÷àíèå ïðåäûäóùåé ãëàâû î òîì, ÷òî â îäíîé èç ïðåä-

øåñòâîâàâøèõ ðàáîò [36] ìû ïûòàëèñü ñâÿçàòü ïîÿâëåíèå ïîâåðõíîñòíûõ

÷ëåíîâ â ñêîáêàõ Ïóàññîíà è ñòàíäàðòíûå ìàíèïóëÿöèè ñ δ-ôóíêöèåé.

Èñïîëüçîâàííûé òàì ansatz â ñëó÷àå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà îïåðàòîðà,

ïðèâåäåííîãî âûøå, ñîâïàäàåò ñ (4.10) ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà. Ïðè÷èíà

ýòîãî îòëè÷èÿ çàêëþ÷àåòñÿ â äðóãîì âûáîðå ïðàâèëà, îòëè÷àþùåãîñÿ îò

Ïðàâèëà 4.2. Òîò ansatz âåäåò ê ñòàíäàðòíûì ñêîáêàì Ïóàññîíà, êîòîðûå

íå ïîäõîäÿò äëÿ íåòðèâèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷.

Îïåðàòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ

Î∗ = −Î ,

áóäåì íàçûâàòü àíòèñèììåòðè÷íûìè. Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî âûðàçèòü

2-ôîðìû (à òàêæå 2-âåêòîðû, êîòîðûå áóäóò îïðåäåëåíû ÷óòü íèæå) â

êàíîíè÷åñêîì âèäå:

Σ =
1

2

∫
δφA ∧ ÎABδφB.

ßñíî, ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ôîðì

êàê ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó, îïðåäåëåííîìó êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

δφA, ñ ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûìè ìóëüòè-ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè

σ̂ = θ(J)σ
〈J〉
A1K1,...,AmKm

(
DK1·, . . . , DKm·

)
â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ðàçëîæåíèé.

4.5 Ìóëüòè-âåêòîðû, ñìåøàííûå òåíçîðû è ñêîáêà

Ñõîóòåíà-Íåéåíõåéñà

Ââåäåì äóàëüíûé áàçèñ ê |δφA〉 ñîîòíîøåíèåì〈
δ

δφB(y)
, δφA(x)

〉
= δABδ(x, y) (4.11)

è ïîñòðîèì ñ ïîìîùüþ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñ

δ

δφB1(y)
⊗ δ

δφB2(y)
⊗ · · · ⊗ δ

δφBm(y)
.
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Òîãäà èñïîëüçóÿ ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûå ìóëüòè-ëèíåéíûå îïåðà-

òîðû, îïèñàííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöè-

îíàëüíûå m-âåêòîðû (èëè ìóëüòè-âåêòîðû)

Ψ =
1

m!

∫
θ(J)ψ

〈J〉
B1L1,...,BmLm

DL1

δ

δφB1

∧ · · · ∧DLm

δ

δφBm

=

∫
θ(J)ψ〈J〉.

Çäåñü âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î ñâÿçè ìåæäó ýâîëþöèîííûìè

âåêòîðíûìè ïîëÿìè è 1-âåêòîðàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ýâîëþöèîííûå âåê-

òîðíûå ïîëÿ òåðÿþò ñâîé âèä ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, òîãäà

êàê 1-âåêòîðû ñîõðàíÿþò. Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì âûðàæåíèå äëÿ

îáùåãî ýâîëþöèîííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ

Ξ =

∫
θ(J)DKξ

〈J〉
A

∂

∂φ
(K)
A

òîãäà ïåðåáðàñûâàÿ DK ñ ξ〈J〉A , ìû ïîëó÷èì

Ξ =

∫
ξ
〈J〉
A θ(J+L)(−1)|K|

(
K

L

)
DK−L

∂

∂φ
(K)
A

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èñïîëüçóÿ (4.7), ò.å., Ïðàâèëî 5.4, â îáðàòíóþ ñòîðîíó,

ìîæíî âûâåñòè ôîðìóëû

Ξ =

∫ (
θ(J)ξ

〈J〉
A

) (
θ(L)(−1)|L|EL

A

)
=

∫
θ(J)ξ

〈J〉
A

δ

δφA
,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóþòñÿ âûñøèå ýéëåðîâû îïåðàòîðû (4.2) è

ïîëíûå âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå (Îïðåäåëåíèå 5.1 ïðåäûäóùåé ãëà-

âû)
δF

δφA
=
∑

(−1)|J |EJ
A(f)DJθ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Óòâåðæäåíèå 5.1Èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-

äó ýâîëþöèîííûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè è ôóíêöèîíàëüíûìè 1-âåêòîðàìè.

Êîýôôèöèåíòû 1-âåêòîðà â êàíîíè÷åñêîì âèäå ξ
〈J〉
A ðàâíû õàðàêòåðè-

ñòèêàì ýâîëþöèîííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìîæíî âûïîëíèòü ñïàðèâàíèå (âíóòðåííåå

óìíîæåíèå) 1-ôîðìû è 1-âåêòîðà, è ýòî ñïàðèâàíèå ñîõðàíÿåò îòîæ-

äåñòâëåíèå ìåæäó ýâîëþöèîííûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè è ôóíêöèîíàëü-

íûìè 1-âåêòîðàìè. Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëåíèå äóàëüíîãî áàçèñà (4.11)
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è (4.7), ò.å. Ïðàâèëî 5.4 ïðåäûäóùåé ãëàâû è [37], ïîçâîëÿåò íàì âûâåñòè

ñëåäóþùåå

Σ(Ξ) = Ξ Σ =

∫ ∫
θ(I)(x)θ(J)(y)σ

〈I〉
AK(x)ξ

〈J〉
BL(y)

〈
DL

δ

δφB(y)
, DKδφA(x)

〉
=

=

∫
θ(I+J)DLσ

〈I〉
AKDKξ

〈J〉
AL =

∫
θ(I+J)σ〈I〉(ξ〈J〉) =

∫
σ(ξ) =

∫
θ(I+J)Tr(σ〈I〉ξ〈J〉),

è êîãäà 1-âåêòîð âûðàæåí â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå (ò.å. êîãäà òîëüêî ÷ëåí

ñ L = 0 îòëè÷åí îò íóëÿ), ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (4.8).

Ýòà ôîðìóëà ñïàðèâàíèÿ áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ íèæå òàêæå è äëÿ âíóò-

ðåííåãî óìíîæåíèÿ 1-âåêòîðîâ è m-ôîðì èëè 1-ôîðì è m-âåêòîðîâ. Åå

âàæíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ôîðìàëü-

íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è äëÿ ôîðì, è äëÿ âåêòîðîâ, ò.å.

(Dσ)(ξ) = D(σ(ξ)) = σ(D(ξ)).

Êàê ëåãêî âèäåòü, ýòà èíâàðèàíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî â

ñïàðèâàíèè ïðèìåíÿåòñÿ ñëåä äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (èãðàþ-

ùèõ ðîëü êîìïîíåíò òåíçîðíûõ îáúåêòîâ â ïðåäëîæåííîì áàçèñå).

Âíóòðåííåå óìíîæåíèå 1-âåêòîðà íà m-ôîðìó, è ñîîòâåòñòâåííî, 1-

ôîðìû íà m-âåêòîð îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ξ Σ =
1

m!
(−1)(i+1)

∫
θ(I+J)DKi

ξ
〈I〉
AiL

DL

(
σ
〈J〉
A1K1,...,AmKm

δφ
(K1)
A1
∧ . . .

· · · ∧ δφ(Ki−1)
Ai−1

∧ δφ(Ki+1)
Ai+1

∧ · · · ∧ δφ(Km)
Am

)
= (−1)(i+1)

∫
θ(I+J)ξ〈I〉 σ〈J〉. (4.12)

Òîãäà ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü çíà÷åíèå m-ôîðìû íà m 1-âåêòîðàõ

(èëè, àíàëîãè÷íî, m-âåêòîðà íà m 1-ôîðìàõ)

Σ(Ξ1, . . . ,Ξm) = Ξm . . .Ξ1 Σ =

∫
θ(J+I1+···+Im)Tr

(
σ〈J〉ξ

〈I1〉
1 · · · ξ〈Im〉m

)
,

ãäå ìóëüòè-ëèíåéíûé îïåðàòîð σ äåéñòâóåò êàæäûì ñâîèì âõîäîì òîëüêî

íà ñîîòâåòñòâóþùèé ξ, òîãäà êàê êàæäîå äèôôåðåíöèðîâàíèå îïåðàòîðà

ξ äåéñòâóåò íà ïðîèçâåäåíèå σ è âñåõ îñòàëüíûõ ξ.
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Ìîæíî ââåñòè äèôôåðåíöèàë m-âåêòîðà

dΨ =
1

m!

∫
θ(J)

∂ψ
〈J〉
A1K1,...,AmKm

∂φ
(L)
B

δφ
(L)
B DK1

δ

δφA1

∧ · · · ∧DKm

δ

δφAm

,

â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñìåøàííîãî
(
m
1

)
îáúåêòà. Î÷åâèäíî, d2Ψ = 0.

Ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ âûøå êîíñòðóêöèé ìîæíî îïðåäåëèòü ñêîáêó

Ñõîóòåíà-Íåéåíõåéñà

[
Ξ,Ψ

]
SN

= dΞ Ψ + (−1)pqdΨ Ξ

äâóõ ìóëüòè-âåêòîðîâ ïîðÿäêîâ p è q. Ðåçóëüòàòîì ýòîé îïåðàöèè ÿâëÿ-

åòñÿ p+q−1-âåêòîð è ýòî àíàëîã ñêîáêè Ñõîóòåíà-Íåéåíõåéñà, èñïîëüçó-

åìîé â òåíçîðíîì àíàëèçå [100]. Åå ïðèìåíåíèå â ôîðìàëüíîì âàðèàöè-

îííîì èñ÷èñëåíèè îïèñàíî â ðàáîòàõ [79, 101]. Îäíàêî â öèòèðîâàííûõ

ññûëêàõ ýòà ñêîáêà îáû÷íî îïðåäåëÿëàñü äëÿ îïåðàòîðîâ. Ìû ðåêîìåíäó-

åì èíòåðåñíóþ ðàáîòó [80] â êà÷åñòâå ïåðâîèñòî÷íèêà òðàêòîâêè ñêîáêè

Ñõîóòåíà-Íåéåíõåéñà äëÿ ìóëüòè-âåêòîðîâ. Íàøå ïîñòðîåíèå ýòîé ñêîá-

êè ãàðàíòèðóåò ñîãëàñèå ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ïî ìîäóëþ äèâåðãåíöèé

[
Dξ, ψ

]
SN

= D
[
ξ, ψ

]
SN

=
[
ξ,Dψ

]
SN
.

Óòâåðæäåíèå 5.2 Ñêîáêà Ñõîóòåíà-Íåéåíõåéñà äâóõ ôóíêöèîíàëüíûõ

1-âåêòîðîâ ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàåò ñ êîììóòàòîðîì ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ýâîëþöèîííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ðàññìîòðèì äâà 1-âåêòîðà â

êàíîíè÷åñêîì âèäå

Ξ =

∫
θ(J)ξ

〈J〉
A

δ

δφA
, Ψ =

∫
θ(K)ψ

〈K〉
B

δ

δφB

è âû÷èñëèì [
Ξ,Ψ

]
SN

= dΞ Ψ− dΨ Ξ.

Ïîëó÷àåì

dΞ =

∫
θ(J)ξ

〈J〉
A

′
(δφ)

δ

δφA
=

∫
θ(J) ∂ξ

〈J〉
A

∂φ
(L)
C

δφ
(L)
C

δ

δφA
,
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è

dΞ Ψ = −
∫
θ(J+K) ∂ξ

〈J〉
A

∂φ
(L)
B

DLψ
〈K〉
B

δ

δφA
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó

[
Ξ,Ψ

]
SN

= −
∫
θ(J+K)

(
DLψ

〈K〉
B

∂ξ
〈J〉
A

∂φ
(L)
B

−DLξ
〈K〉
B

∂ψ
〈J〉
A

∂φ
(L)
B

)
δ

δφA
= −[Ξ,Ψ],

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Óòâåðæäåíèå 5.3 (Ëåììà Îëâåðà [79]) Ñêîáêó Ñõîóòåíà-Íåéåíõåé-

ñà äâóõ áèâåêòîðîâ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå[
Λ,Ψ

]
SN

= −1

2

∫
ξ ∧ Î ′(K̂ξ) ∧ ξ − 1

2

∫
ξ ∧ K̂ ′(Îξ) ∧ ξ, (4.13)

ãäå äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðà Î, K̂ ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè

áèâåêòîðîâ, çàïèñàííûõ â êàíîíè÷åñêîì âèäå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñêîáêó Ñõîóòåíà-Íåéåíõåéñà äâóõ áè-

âåêòîðîâ è áåç ïîòåðè îáùíîñòè âîçüìåì èõ â êàíîíè÷åñêîì âèäå

Λ =
1

2

∫
θ(L)ξA ∧ I〈L〉NAB DNξB,

Ψ =
1

2

∫
θ(M)ξC ∧K〈M〉PCD DP ξD,

ãäå ξA = δ/δφA è îïåðàòîðû Î , K̂ ÿâëÿþòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûìè. Òîãäà

ïîëó÷àåì

dΛ =
1

2

∫
θ(L)∂I

〈L〉N
AB

∂φ
(J)
E

δφ
(J)
E ξA ∧DNξB

è

dΛ Ψ =
1

4

∫
θ(L+M)∂I

〈L〉N
AB

∂φ
(J)
C

DJ

(
K
〈M〉P
CD DP ξD

)
∧ ξA ∧DNξB−

−1

4

∫
θ(L+M)DP

(
∂I
〈L〉N
AB

∂φ
(J)
D

ξA ∧DNξB

)
∧DJ

(
ξCK

〈M〉P
CD

)
.

Òåïåðü ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì âòîðîå ñëàãàåìîå

dΛ Ψ = −1

4

∫
θ(L+M)ξA ∧

(
I
〈L〉N
AB

)′ (
K̂〈M〉ξ

)
∧DNξB−

−1

4

∫
θ(L+M+Q)(−1)|P |

(
P

Q

)
∂I
〈L〉N
AB

∂φ
(J)
D

ξA ∧DNξB ∧DJ+P−Q

(
ξCK

〈M〉P
CD

)
.
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Íàêîíåö, âî âòîðîì ñëàãàåìîì èçìåíèì ïîðÿäîê ìíîæèòåëåé âî âíåøíåì

ïðîèçâåäåíèè, ñäåëàåì çàìåíó M →M −Q è ïåðåïèøåì âñå âûðàæåíèå

â âèäå

dΛ Ψ = −1

4

∫
θ(L+M)ξA ∧

(
I
〈L〉N
AB

)′
C

(
K̂
〈M〉
CD ξD+

+(−1)|P |
(
P

Q

)(
P −Q
R

)
DP−Q−RK

〈M−Q〉P
CD DRξC

)
∧DNξB.

Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà (4.9) ïðåäñòà-

âèì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò â âèäå[
Λ,Ψ

]
SN

= −1

2

∫
θ(L+M)ξ ∧

(
(Î〈L〉)′(K̂〈M〉ξ) + (K̂〈M〉)′(Î〈L〉ξ)

)
∧ ξ,

÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü â íàøåì îáîáùåííîì íà äèâåðãåíöèè ôîðìà-

ëèçìå ìåòîä ïðîâåðêè òîæäåñòâà ßêîáè, ïðåäëîæåííûé â êíèãå [79] (ñì.

ãëàâó 7). Îáùàÿ ïðîöåäóðà ïðîâåðêè ãàìèëüòîíîâîñòè ðàññìàòðèâàëàñü

òàêæå â ðàáîòå [85].

4.6 Ñêîáêè Ïóàññîíà è ãàìèëüòîíîâû âåêòîðíûå ïî-

ëÿ

Áóäåì íàçûâàòü áèâåêòîð

Ψ =
1

2

∫
δ

δφA
∧ ÎAB

δ

δφB
,

îáðàçîâàííûé ñ ïîìîùüþ êâàçèãðàäóèðîâàííîãî àíòèñèììåòðè÷íîãî äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

ÎAB = θ(L)I
〈L〉N
AB DN ,

ïóàññîíîâûì áèâåêòîðîì, åñëè[
Ψ,Ψ

]
SN

= 0.

Îïåðàòîð ÎAB òîãäà áóäåò íàçûâàòüñÿ ãàìèëüòîíîâûì îïåðàòîðîì. Áó-

äåì íàçûâàòü çíà÷åíèå ïóàññîíîâà áèâåêòîðà íà äèôôåðåíöèàëàõ äâóõ
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ôóíêöèîíàëîâ F è G

{F,G} = Ψ(dF, dG) = dG dF Ψ

ñêîáêîé Ïóàññîíà ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ.

ßâíûé âèä ñêîáêè Ïóàññîíà ëåãêî íàéòè. Îí çàâèñèò îò ÿâíîãî âèäà

äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèîíàëîâ, êîòîðûé ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â ðåçóëüòàòå

ôîðìàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Ðàçóìååòñÿ, âñå ýòè âèäû ýêâè-

âàëåíòíû. Áåðÿ êðàéíèå ñëó÷àè, ìû ïîëó÷àåì çàïèñü ÷åðåç ïðîèçâîäíûå

Ôðåøå

{F,G} =

∫
θ(J)Tr

(
f ′AÎ

〈J〉
ABg

′
B

)
(4.14)

èëè ÷åðåç âûñøèå ýéëåðîâû îïåðàòîðû (4.2)

{F,G} =

∫
θ(J)DP+Q

(
EP
A (f)Î

〈J〉
ABE

Q
B (g)

)
. (4.15)

Òåîðåìà 6.1Îïðåäåëåííàÿ âûøå ñêîáêà Ïóàññîíà óäîâëåòâîðÿåò ñòàí-

äàðòíûì òðåáîâàíèÿì áèëèíåéíîñòè, àíòèñèììåòðèè, çàìêíóòîñòè

ïðîñòðàíñòâà ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ A è òîæäåñòâó ßêîáè, ò.å.

Îïðåäåëåíèþ 2.3 ïðåäûäóùåé ãëàâû (è ðàáîòû [37]).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë (4.14), (4.15) âèäíî, ÷òî

{F,G} åñòü ëîêàëüíûé ôóíêöèîíàë, 2) àíòèñèììåòðèÿ {F,G} î÷åâèäíà,

à 3) ýêâèâàëåíòíîñòü òîæäåñòâà ßêîáè ñâîéñòâó ïóàññîíîâîñòè áèâåêòî-

ðà áóäåò äîêàçàíà â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Ðåçóëüòàò âíóòðåííåãî óìíîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëà ëîêàëüíîãî ôóí-

êöèîíàëà H íà ïóàññîíîâ áèâåêòîð (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) íàçîâåì ãà-

ìèëüòîíîâûì âåêòîðíûì ïîëåì (èëè ãàìèëüòîíîâûì 1-âåêòîðîì)

ÎdH = −dH Ψ,

ñîîòâåòñòâóþùèì ãàìèëüòîíèàíóH. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èìåþò ìåñòî ñòàí-

äàðòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

{F,H} = dF (ÎdH) = (ÎdH)F.

112



Òåîðåìà 6.2 Ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå ñêîá-

êå Ïóàññîíà ôóíêöèîíàëîâ F è H, ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñ

êîììóòàòîðîì ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ýòèì ôóíêöèîíàëàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì çíà÷åíèå êîììóòàòîðà ãàìèëüòîíîâûõ

âåêòîðíûõ ïîëåé ÎdF è ÎdH íà ïðîèçâîëüíîì ôóíêöèîíàëå G

[ÎdF, ÎdH]G = ÎdF (ÎdH(G))− ÎdH(ÎdF (G)) =

= ÎdF ({G,H})− ÎdH({G,F}) = {{G,H}, F} − {{G,F}, H} =

= −{G, {F,H}} = −Îd{F,H}(G),

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òîæäåñòâîì ßêîáè è àíòèñèììåòðèåé ñêîáêè

Ïóàññîíà. Áëàãîäàðÿ ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà G ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ïðèìåð 6.3

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ñòðóêòóðó

{u(x), u(y)} =
1

2
(Dx −Dy)δ(x, y)

óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà (Ïðèìåð 7.6 èç êíèãè [79])

ut = uxxx + uux.

Ïîñòðîèì ñîïðÿæåííûé îïåðàòîðó θD êâàçèãðàäóèðîâàííûé îïåðàòîð,

ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (4.9)

(θD)∗ = −θD −Dθ,

òîãäà àíòèñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé íàøåé ñòðóêòóðå,

áóäåò èìåòü âèä

Î =
1

2

(
θD − (θD)∗

)
= θD +

1

2
Dθ.

Ïóàññîíîâ áèâåêòîð îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Ψ =
1

2

∫
θ

(
δ

δu
∧D δ

δu

)
.
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Äèôôåðåíöèàë ëîêàëüíîãî ôóíêöèîíàëà H (äëÿ ïðîñòîòû çàïèøåì åãî

â êàíîíè÷åñêîì âèäå)

H =

∫
θh

îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

dH =

∫
θh′(δu) =

∫
θ(k)(−1)kEk(h)δu,

ãäå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå èëè æå âûñøèå ýéëåðîâû

îïåðàòîðû. Òàêèì îáðàçîì, ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå, ãåíåðèðîâàí-

íîå H, áóäåò ñëåäóþùèì:

ÎdH = −dH Ψ = −1

2

∫
θ

(
h′
(
D
δ

δu

)
−Dh′

( δ
δu

))
,

èëè

−1

2

∫
θ(k)(−1)k

(
Ek(h)D −DEk(h)

) δ

δu
,

èëè åùå

−1

2

∫
θ(k)(−1)kDi

(
Ek(h)D −DEk(h)

) ∂

∂u(i)
.

Çíà÷åíèå ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà äðóãîì ôóíêöèîíàëå F ñîâïàäàåò ñî

ñêîáêîé Ïóàññîíà:

−dF dH Ψ = {F,H} =
1

2

∫
θ(k+l)(−1)k+l

(
Ek(f)DEl(h)− Ek(h)DEl(f)

)
.

4.7 Äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâà ßêîáè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì, ÷òî òîæäåñòâî ßêîáè äëÿ ñêîáêè Ïóàññî-

íà âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñêîáêà Ñõîóòåíà-Íåéåíõåéñà

ñîîòâåòñòâóþùåãî ïóàññîíîâà áèâåêòîðà ñ ñàìèì ñîáîé îáðàùàåòñÿ â

íîëü. Ýòî äîëæíî çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 6.1.

Âîñïîëüçóåìñÿ îäíîé èç âîçìîæíûõ ôîðì ñêîáîê Ïóàññîíà, ïðèâåäåí-

íûõ â Ïðèëîæåíèè ê ïðåäûäóùåé ãëàâå (è òàêæå ê ðàáîòå [37])

{F,G} =
1

2

∫
θ(J)Tr

(
f ′(Î〈J〉g′)− g′(Î〈J〉f ′)

)
,
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ãäå äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Î íå ïðåäïîëàãàåòñÿ àíòèñèììåòðè÷-

íûì, ÷òîáû áûëî ëåã÷å ñðàâíèòü ýòî äîêàçàòåëüñòâî ñ òåìè, êîòîðûå

ïðèâîäèëèñü â ïðåäûäóùåé ãëàâå è â [37]. Íàïîìíèì, ÷òî â ìåíåå ñæà-

òûõ îáîçíà÷åíèÿõ

Tr
(
f ′(Îg′)

)
=

(
J

M

)(
K

L

)
DL

∂f

∂φ
(J)
A

DJ+K−L−MI
N
ABDN+M

∂g

∂φ
(K)
B

.

Âû÷èñëèì ñêîáêó

{{F,G}, H} =
1

2

∫
θ(J)Tr

(
{f, g}′(Î〈J〉h′)− h′(Î〈J〉{f, g}′)

)
,

ãäå {f, g} îáîçíà÷àåò ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå {F,G}. Òàê êàê ïðî-

èçâîäíàÿ Ôðåøå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì, ìû ïîëó÷àåì

{f, g}′ = 1

2
θ(K)Tr

(
f ′′(Î〈K〉g′, ·) + f ′Î

′〈K〉(·)g′ + g′′(f ′Î〈K〉, ·)− (f ↔ g)

)
è

Tr
(
{f, g}′Îh′

)
=

1

2

(
f ′′(Îg′, Îh′) + f ′Î ′(Îh′)g′ + g′′(f ′Î , Îh′)− (f ↔ g)

)
.

Çäåñü f ′′ îáîçíà÷àåò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå, ò.å. ñèììåòðè÷íûé áè-

ëèíåéíûé îïåðàòîð, âîçíèêàþùèé ïðè âû÷èñëåíèè âòîðîé âàðèàöèè ëî-

êàëüíîãî ôóíêöèîíàëà F (â êàíîíè÷åñêîì âèäå):

f ′′(ξ, η) =
∂2f

∂φ
(J)
A ∂φ

(K)
B

DJξADKηB.

Ïðè ïîäñòàíîâêå âî âõîäû f ′′ îïåðàòîðîâ ïîä çíàêîì ñëåäà ñëåäóåò èìåòü

â âèäó, ÷òî ýòè îïåðàòîðû äåéñòâóþò íà âñå êðîìå ñâîèõ ñîáñòâåííûõ

êîýôôèöèåíòîâ, íàïðèìåð,

Tr
(
f ′′(Îg′, Îh′)

)
=

(
L

P

)(
L− P
Q

)(
M

S

)(
M − S
T

)
×

×DL+M−P−Q−S−T
∂2f

∂φ
(J)
A ∂φ

(K)
B

DJ+T

(
DP ÎAC

∂g

∂φ
(L)
C

)
DK+Q

(
DS ÎBD

∂h

∂φ
(M)
D

)
è âûðàæåíèå îñòàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì êîãäà âõîäû ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè

Tr
(
f ′′(Îg′, Îh′)

)
= Tr

(
f ′′(Îh′, Îg′)

)
.

Êîãäà îïåðàòîð Î ñòîèò ñïðàâà îò îïåðàòîðà ïðîèçâîäíîé Ôðåøå f ′, êàê

íàïðèìåð, â âûðàæåíèè

Tr
(
g′′(Îh′, f ′Î)

)
,
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îí äåéñòâóåò íà âñå êðîìå f ′. Íàêîíåö, äëÿ ïðîèçâîäíîé Ôðåøå îò îïå-

ðàòîðà ìû èìååì

Î ′(Îh′) =
∂IKAB

∂φ
(J)
C

DJ

(
ILCDDL

∂h

∂φ
(M)
D

DM

)
DK .

Ïðîäåëàâ ïîäîáíûå âû÷èñëåíèÿ ïîëó÷àåì

Tr
(
h′Î{f, g}′

)
=

1

2
Tr
(
f ′′(h′Î , Îg′) + f ′Î ′(h′Î)g′ + g′′(f ′Î , h′Î)− (f ↔ g)

)
,

è ñëåäîâàòåëüíî,

{{F,G}, H} =
1

4

∫
θ(J+K)Tr

(
f ′′(Î〈J〉g′, Î〈K〉h′)− f ′′(h′Î〈J〉, Î〈K〉g′)−

−f ′′(Î〈J〉h′, g′Î〈K〉) + f ′′(g′Î〈J〉, h′Î〈K〉) + f ′Î
′〈J〉(Î〈K〉h′ − h′Î〈K〉)g′ − (f ↔ g)

)
.

Èìåííî ïåðâûå ÷åòûðå ñëàãàåìûõ, áåç ïÿòîãî, ñîäåðæàùåãî ïðîèçâîä-

íóþ Ôðåøå îò îïåðàòîðà Î, ïîÿâëÿëèñü â íàøåì äîêàçàòåëüñòâå äëÿ

íåóëüòðàëîêàëüíîãî ñëó÷àÿ, äàííîãî â ïðåäûäóùåé ãëàâå è â [37] (ãäå

â Î äîïóñêàëèñü òîëüêî ÷ëåíû ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì êâàçèãðàäóèðóþùåé

ôóíêöèè). Ïîñëå öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè F , G,H âñå ÷ëåíû ñ ñèììåò-

ðè÷íûì îïåðàòîðîì âòîðîé ïðîèçâîäíîé Ôðåøå âçàèìíî ñîêðàùàþòñÿ è

{{F,G}, H}+ c.p. =
1

4

∫
θ(J+K)Tr

(
f ′Î

′〈J〉(Î〈K〉h′ − h′Î〈K〉)g′−

−g′Î ′〈J〉(Î〈K〉h′ − h′Î〈K〉)f ′ + c.p.

)
,

ãäå öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè F , G è H çàìåíåíû ñîêðàùåíèåì c.p..

Êîãäà îïåðàòîð Î äàí â ÿâíî àíòèñèììåòðè÷íîì âèäå, âñå ýòè ÷åòûðå

÷ëåíà îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè äðóã äðóãó. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå Ëåììó

Îëâåðà (4.13) ìû ïîëó÷àåì

{{F,G}, H}+ c.p. = −
[
Î , Î
]
SN

(dF, dG, dH),

òàêèì îáðàçîì çàâåðøàÿ äîêàçàòåëüñòâî.
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4.8 Ïðèìåðû: íåóëüòðàëîêàëüíûå îïåðàòîðû

Âòîðàÿ ñòðóêòóðà óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà ìîæåò ñëóæèòü êîíòð-

ïðèìåðîì ê ãèïîòåçå [40], ÷òî âñå îïåðàòîðû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãàìèëü-

òîíîâûìè (ïî ìîäóëþ äèâåðãåíöèé) ïî îòíîøåíèþ ê ñòàíäàðòíûì ñêîá-

êàì Ïóàññîíà, äîëæíû òàêæå áûòü ãàìèëüòîíîâûìè (òî÷íî) è ïî îòíî-

øåíèþ ê íîâûì ñêîáêàì.

Ïðèìåð 8.1

Íà÷íåì ñî ñòàíäàðòíîãî âûðàæåíèÿ (Ïðèìåð 7.6 èç êíèãè [79])

{u(x), u(y)} =

(
d3

dx3
+

2

3
u
d

dx
+

1

3

du

dx

)
δ(x, y),

è ïîñòðîèì ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê îïåðàòîðó

K̂ = θ

(
D3 +

2

3
uD +

1

3
Du

)
,

ýòîò ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð èìååò âèä

K̂∗ = −θ
(
D3 +

2

3
uD +

1

3
Du

)
−Dθ

(
3D2 +

2

3
u

)
− 3D2θD −D3θ.

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé àíòèñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð

Î =
1

2
(K̂ − K̂∗) =

= θ

(
D3 +

2

3
uD +

1

3
Du

)
+Dθ

(
3

2
D2 +

1

3
u

)
+

3

2
D2θD +

1

2
D3θ

ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ áèâåêòîðà

Ψ =
1

2

∫
ξ ∧ Îξ,

ãäå δ/δu = ξ. Áèâåêòîð èìååò âèä

Ψ =
1

2

∫ (
θξ ∧D3ξ +

3

2
Dθξ ∧D2ξ + (

3

2
D2θ +

2

3
θu)ξ ∧Dξ

)
.

Çàòåì, îöåíèâàÿ ñêîáêó Ñõîóòåíà-Íåéåíõåéñà äëÿ áèâåêòîðà ñ ïîìîùüþ

Óòâåðæäåíèÿ 5.3[
Ψ,Ψ

]
SN

=

∫ (
2

3
θξ ∧D3ξ ∧Dξ +Dθξ ∧D2ξ ∧Dξ

)
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è èíòåãðèðóÿ ïåðâûé ÷ëåí ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì[
Ψ,Ψ

]
SN

=
1

3

∫
θD
(
ξ ∧Dξ ∧D2ξ

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòî òîæäåñòâà ßêîáè ìû èìååì

{{F,G}, H}+ c.p. = −1

3

∫
Ω

Di+j+k+1

(
Ei(f)DEj(g)D2E

k(h) + c.p.
)
.

Èòàê, âòîðàÿ ñòðóêòóðà óðàâíåíèÿ KdV ìîæåò áûòü ãàìèëüòîíîâîé òîëü-

êî ïðè ñïåöèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.

Ïðèìåð 8.2

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîé ïðèìåð, òàêæå íåóëüòðàëîêàëüíûé, íî îïå-

ðàòîð çäåñü îñòàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì â íîâûõ ñêîáêàõ, íåçàâèñèìî îò

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ ïîòîêà èäåàëüíîé æèäêîñòè

ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå (Ïðèìåð 7.10 èç êíèãè [79])
∂ω

∂t
= DδH

δω
,

ãäå

H =

∫
1

2
|u|2, ω = ∇× u.

Îãðàíè÷èì íàøå ðàññìîòðåíèå 2-ìåðíûì ñëó÷àåì, êîãäà ω èìååò òîëüêî

îäíó êîìïîíåíòó ω è

D = ωxDy − ωyDx,

ãäå ωi = Diω, i = (x, y). Ìû ìîæåì ïîñòðîèòü àíòèñèììåòðè÷íûé îïå-

ðàòîð

Î =
1

2

(
θD − (θD)∗

)
= θ(ωxDy − ωyDx) +

1

2
(Dyθωx −Dxθωy),

è çàòåì áèâåêòîð

Ψ =
1

2

∫
ξ ∧ Îξ =

1

2

∫
θ(ωxξ ∧ ξy − ωyξ ∧ ξx),

ãäå ξ = δ/δω. Óòâåðæäåíèå 5.3 äàåò íàì

[
Ψ,Ψ

]
SN

=

∫ (
θ (ωx(ξ ∧ ξxy ∧ ξy − ξ ∧ ξyy ∧ ξx)+

+ ωy(ξ ∧ ξxy ∧ ξx − ξ ∧ ξxx ∧ ξy)) + (Dyθωx −Dxθωy) ξ ∧ ξx ∧ ξy

)
è ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì âûðàæåíèå ñâîäèòñÿ ê íóëþ.

118



4.9 Âûâîäû

Èçëîæåíèå â äàííîé ãëàâå áûëî îñíîâàíî íà ðàáîòå [38], ïðåäâàðèòåëü-

íûå âàðèàíòû äîêëàäûâàëèñü íà ðÿäå êîíôåðåíöèé [45, 46]. Îñíîâíàÿ

èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îòáðàñûâàíèå äèâåðãåíöèé âîâñå íå îáÿçàòåëüíî

äëÿ ôîðìàëüíîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ è îíè ìîãóò áûòü ïîëíî-

ñòüþ ñîõðàíåíû (áåç êàêîé áû òî íè áûëî ñïåöèôèêàöèè ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé). Òîãäà ôîðìóëà äëÿ ñêîáêè Ïóàññîíà, ââåäåííàÿ â ãëàâå 3 áîëåå èëè

ìåíåå ýâðèñòè÷åñêè, ïîëó÷àåòñÿ êàê åñòåñòâåííûé ðåçóëüòàò. Êðîìå òîãî,

çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ ïðîöåäóðà ïðîâåðêè òîæäåñòâà ßêîáè äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ ñêîáîê. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå äîëæíî çàêëþ÷àòüñÿ â ïåðåõîäå

íà ÿçûê âàðèàöèîííîãî áèêîìïëåêñà [90]. Òàêæå âàæíûì ïðåäñòàâëÿåò-

ñÿ èññëåäîâàòü, ìîãóò ëè ôèçè÷åñêè âàæíûå àëãåáðû áûòü ðåàëèçîâàíû

ñ ïîìîùüþ íîâûõ ñêîáîê Ïóàññîíà êàê àëãåáðû ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíà-

ëîâ. Îäèí òàêîé ïðèìåð [43] áóäåò ðàññìîòðåí â ãëàâå 6. Ïîñòðîåííûé

ôîðìàëèçì áóäåò òàêæå ïðèìåíÿòüñÿ â ãëàâå 8 ê çàäà÷å ñî ñâîáîäíîé

ãðàíèöåé [39].
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Ãëàâà 5

Àëüòåðíàòèâíîå ïðåäëîæåíèå äëÿ

ãðàíè÷íîãî âêëàäà â ñêîáêó Ïóàññîíà

Ïîêàçàíî, ÷òî ñêîáêà Ïóàññîíà ñ ãðàíè÷íûìè ÷ëåíàìè, íåäàâíî ïðåä-

ëîæåííàÿ Áåðèíãîì ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñêîáêè Ïóàññîíà, ïðåäëî-

æåííîé àâòîðîì, åñëè îïóñòèòü â ïîñëåäíåé âñå ñëàãàåìûå íå ñîäåðæà-

ùèå ïðîèçâîäíûõ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ("ïðèíöèï àííèãèëÿöèè"). Ýòî ñî-

îòâåòñòâóåò äðóãîìó îïðåäåëåíèþ ôîðìàëüíîãî óìíîæåíèÿ îáîáùåííûõ

ôóíêöèé (èëè, èíûìè ñëîâàìè, äðóãîìó îïðåäåëåíèþ ñïàðèâàíèÿ ìåæ-

äó 1-ôîðìàìè è 1-âåêòîðàìè â ôîðìàëüíîì âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè).

Ìû ðàñøèðÿåì ýòó ôîðìóëó (ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäëîæåííóþ Áåðèíãîì

òîëüêî äëÿ óëüòðàëîêàëüíîãî ñëó÷àÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè)

íà îáùèå íåóëüòðàëîêàëüíûå ñêîáêè ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò

ïîëåé è èõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ. Îòñóòñòâèå èíâàðèàíòíîñòè

ïî îòíîøåíèþ ê çàìåíàì çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (ïåðåîïðåäåëåíèÿì ïî-

ëåé) ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåäîñòàòêîì ïîäõîäà Áåðèíãà.
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5.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íåäàâíî Áåðèíãîì [55] áûëà ïðåäëîæåíà ôîðìóëà äëÿ òåîðåòèêî-ïîëåâîé

ñêîáêè Ïóàññîíà ñ ãðàíè÷íûìè ÷ëåíàìè, îòëè÷àþùàÿñÿ îò ïðåäëîæåí-

íîé àâòîðîì â ðàáîòå [37] è ðàññìîòðåííîé âûøå â ãëàâàõ 3, 4. Â îáùåì,

ìîòèâàöèÿ ââåäåíèÿ íîâûõ ñêîáîê âîçíèêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî õîðîøî

èçâåñòíàÿ ñòàíäàðòíàÿ òåîðåòèêî-ïîëåâàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà íåïðèìåíè-

ìà êî ìíîæåñòâó íåòðèâèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, îíà íå

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ßêîáè. ×ëåíû, íàðóøàþùèå òîæäåñòâî ßêîáè,

êîíå÷íî, èìåþò ÷èñòî ãðàíè÷íóþ ïðèðîäó (ÿâëÿþòñÿ äèâåðãåíöèÿìè) è

ïîýòîìó ìîãóò áûòü óíè÷òîæåíû êàêèìè-íèáóäü ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ-

ìè, êîòîðûå ìû çäåñü íàçûâàåì òðèâèàëüíûìè. Ïðîáëåìà îáñóæäàåìàÿ

çäåñü, êàê è â ïóáëèêàöèÿõ [55, 37, 41, 38], ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ôîð-

ìóëû äëÿ ñêîáêè Ïóàññîíà, êîòîðàÿ òî÷íî óäîâëåòâîðÿëà áû òîæäåñòâó

ßêîáè åùå äî íàëîæåíèÿ êàêèõ áû òî íè áûëî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ïåðâûé ðàç âíèìàíèå íà ýòó ïðîáëåìó áûëî

îáðàùåíî è áûëà ñäåëàíà óñïåøíàÿ ïîïûòêà åå ðåøåíèÿ â ðàáîòå Ëüþèñ,

Ìàðñäåíà, Ìîíòãîìåðè è Ðàòüþ (LMMR) ïî äèíàìèêå èäåàëüíîé æèä-

êîñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé [69]. Îáå ôîðìóëû, ïðåäëîæåííûå â ðàáî-

òàõ [55] è [37], â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî äâóìÿ ðàçëè÷íûìè

ýêñòðàïîëÿöèÿìè îäíîé ôîðìóëû, íàéäåííîé â ñòàòüå [69]. Ïîýòîìó áó-

äåò ëó÷øå ñíà÷àëà íàïîìíèòü ïîäõîä ïèîíåðîâ.

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ïîïóëÿðíîé òî÷êå çðåíèÿ [1], ÷òî â ãàìèëüòî-

íîâîì ïîäõîäå âñå ôóíêöèîíàëû äîëæíû áûòü �äèôôåðåíöèðóåìûìè�

âàðèàöèè ôóíêöèîíàëîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ LMMR, íå ñâîáîäíû îò ãðà-

íè÷íûõ ÷ëåíîâ

DqF (q, p) · δq =

∫
Ω

δ∧F

δq
· δq dV +

∮
∂Ω

δ∨F

δq
· δq|∂ΩdS, (5.1)
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DqF (q, p) · δp =

∫
Ω

δ∧F

δp
· δp dV +

∮
∂Ω

δ∨F

δp
· δp|∂ΩdS. (5.2)

Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îáîáùèòü îïðåäåëåíèå âàðèàöèîííîé ïðîèç-

âîäíîé, âêëþ÷èâ â íåå ãðàíè÷íûé âêëàä,

δF

δq
=
δ∧F

δq
+ δ(S) · δ

∨F

δq
. (5.3)

δF

δp
=
δ∧F

δp
+ δ(S) · δ

∨F

δp
. (5.4)

Äàëåå, LMMR â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü äëÿ íîâîé

ñêîáêè Ïóàññîíà ñòàðóþ ôîðìóëó

{F,G} =

∫
Ω

[
δF

δq(x)

δG

δp(x)
− δG

δq(x)

δF

δp(x)

]
dV,

íî ñ íîâûìè âàðèàöèîííûìè ïðîèçâîäíûìè (5.3), (5.4)

{F,G} =

∫
Ω

[
δ∧F

δq(x)

δ∧G

δp(x)
− δ∧G

δq(x)

δ∧F

δp(x)

]
dV

+

∮
∂Ω

[
δ∧F

δq(x)

∣∣∣∣∣
∂Ω

δ∨G

δp(x)
+

δ∨F

δq(x)

δ∧G

δp(x)

∣∣∣∣∣
∂Ω

]
dS

−
∮
∂Ω

[
δ∧G

δq(x)

∣∣∣∣∣
∂Ω

δ∨F

δp(x)
+

δ∨G

δq(x)

δ∧F

δp(x)

∣∣∣∣∣
∂Ω

]
dS.

Ñðàçó âèäíî, ÷òî íàèáîëåå îïàñíîå ñëàãàåìîå ñ ïðîèçâåäåíèåì δ-ôóíêöèé

çäåñü îòñóòñòâóåò. Â ñàìîì äåëå, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ýòîãî ñëàãàåìîãî,

LMMR ïðèíÿëè ñïåöèàëüíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå

δ∨F

δq

δ∨G

δp
− δ∨G

δq

δ∨F

δp
= 0, (5.5)

îáåñïå÷èâàþùåå íóëåâîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà, ñòîÿùåãî ïåðåä ýòèì

îïàñíûì ïðîèçâåäåíèåì.1 Ê ñîæàëåíèþ, íåò ïîëíîé ÿñíîñòè, ñîõðàíÿ-

åò ëè ñêîáêà Ïóàññîíà {F,G} ýòî ñâîéñòâî â îáùåì ñëó÷àå, äàæå åñëè

èñõîäíûå ôóíêöèîíàëû F è G åìó è óäîâëåòâîðÿþò (5.5).
1Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòå ïî âû÷èñëåíèþ öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ, âîçíèêàþùèõ â àë-

ãåáðàõ ñèììåòðèè ãðàíèöû â òåîðèè ïîëÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà [119] ïîäîáíîå ñëàãàåìîå ñîêðàùàåòñÿ

àâòîìàòè÷åñêè, áëàãîäàðÿ ñàìîé ñòðóêòóðå ñêîáêè.
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Çäåñü ìû âèäèì òî÷êó ðàçäâîåíèÿ äëÿ ïîñëåäóþùèõ îáîáùåíèé ðå-

çóëüòàòà LMMR. Èäåÿ ðàáîòû Áåðèíãà [55] çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýòè

îïàñíûå ÷ëåíû ñ ïðîèçâåäåíèÿìè δ-ôóíêöèé äîëæíû áûòü îòáðîøåíû

íåçàâèñèìî îò êàêèõ-ëèáî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (�ïðèíöèï àííèãèëÿöèè�).

Äðóãàÿ èäåÿ, ïðîâîäèìàÿ çäåñü è â ðàáîòå àâòîðà [37], ñîñòîèò â òîì

÷òîáû íàéòè ðàçóìíîå âûðàæåíèå äëÿ ýòèõ ÷ëåíîâ.

Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî îáúÿñíåíèÿ íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ââåñòè ñîîò-

âåòñòâóþùèé ôîðìàëèçì äëÿ ðàáîòû ñ âàðèàöèÿìè ôóíêöèîíàëîâ îá-

ùåãî âèäà, çàâèñÿùèõ îò ïðîèçâîëüíîãî (íî êîíå÷íîãî!) ÷èñëà ïðîñòðàí-

ñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ðàáîòå [37] àäåêâàòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåõ-

íèêà áûëà íàéäåíà â âèäå òàê íàçûâàåìûõ âûñøèõ ýéëåðîâûõ îïåðà-

òîðîâ [79, 89, 91]. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ ðàáîò [37, 41, 38].

Òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî Ýéíøòåéíà, ò.å. ìû îïóñêàåì çíàê ñóììû

ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì è ìóëüòè-èíäåêñàì.

Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ îáùåãî ëîêàëüíîãî ôóíêöèîíàëà (max|J | <∞)

F =

∫
Ω

f(φA(x), φ
(J)
A (x))dnx

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

δF =

∫
Ω

∂f

∂φ
(J)
A

DJδφAd
nx ≡

∫
Ω

f ′A(δφA)dnx ≡
∫
Ω

DJ

(
EJ
A(f)δφA

)
dnx, (5.6)

ãäå, âîîáùå ãîâîðÿ, J îáîçíà÷àåò ìóëüòè-èíäåêñ J = (j1, ..., jn) è

φ
(J)
A =

∂|J |φA
∂j1x1 . . . ∂jnxn

≡ DJφA, |J | = j1 + ...+ jn.

à â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà � ïðîñòî ïîðÿäîê ïðî-

ñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé. Ìû ââîäèì òàêæå ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå, êî-

òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì

f ′A =
∂f

∂φ
(J)
A

DJ . (5.7)
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Âûñøèå ýéëåðîâû îïåðàòîðû EJ
A îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

EJ
A(f) =

(
K

J

)
(−D)K−J

∂f

∂φ
(K)
A

. (5.8)

Îáå ðàáîòû [55] è [37] èñïîëüçóþò äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ñêîáîê Ïóàññîíà

ïîëíóþ âàðèàöèþ (5.6), íî äåëàþò ýòî ïî-ðàçíîìó. Çäåñü è â ðàáîòå [37]

ïðåäëàãàåòñÿ íà÷àòü ñ ôîðìóëû

{F,G} = δGF ≡
∫
Ω

DJ

(
EJ
A(f)δGφA

)
dnx ≡

∫
Ω

f ′A(δGφA)dnx,

è èñêàòü äëÿ δGφA òàêóþ ôîðìó, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðèëà áû óðàâíåíèþ

δGF = −δFG.

Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ðàáîòå [37] áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà

{F,G} =

∫
Ω

DJ+K

(
EJ
A(f)ÎABE

K
B (g)

)
dnx ≡

∫
Ω

Tr
(
f ′AÎABg

′
B

)
dnx. (5.9)

Äëÿ îáëåã÷åíèÿ çàäà÷è ñðàâíåíèÿ ñî ñëó÷àåì Áåðèíãà [55] ñíà÷àëà ðàñ-

ñìîòðèì òîëüêî òàê íàçûâàåìûå óëüòðàëîêàëüíûå ñêîáêè, òîãäà

{φA(x), φB(y)} = IABδ(x, y), IAB = −IBA.

Â îòëè÷èå îò âûøåèçëîæåííîãî ïðåäëîæåíèå Áåðèíãà [55] ñîñòîèò â òîì,

÷òîáû ñðàçó íà÷àòü ñ àíòèñèììåòðè÷íîãî âûðàæåíèÿ

{F,G} = ∆GF −∆FG− {F,G}old,

ãäå

{F,G}old =

∫
Ω

E0
A(f)IABE

0
B(g)dnx,

∆GF =

∫
Ω

DJ(EJ
A(f)∆GφA)dnx ≡

∫
Ω

f ′A(∆GφA)dnx.

Òîãäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíîå âûðàæåíèå äëÿ âàðèàöèè ïîëÿ

∆GφA = IABE
0
B(g)
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è ðåçóëüòèðóþùàÿ ôîðìóëà áóäåò èìåòü âèä

{F,G} =

∫
Ω

DJ

(
EJ
A(f)IABE

0
B(g)− EJ

A(g)IABE
0
B(f)

)
dnx− {F,G}old. (5.10)

Òàêèì îáðàçîì, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ñîäåðæèò òîëüêî

îäíî ñóììèðîâàíèå ïî ìóëüòè-èíäåêñó J , òîãäà êàê ôîðìóëà (5.9) ñî-

äåðæèò äâîéíóþ ñóììó ïî J è K. Åñëè îïóñòèòü â ýòîé äâîéíîé ñóììå

âñå ÷ëåíû, íå ñîäåðæàùèå õîòÿ áû îäíîãî îïåðàòîðà E0, ìû íåìåäëåííî

ïîëó÷èì (5.10).

Âîçìîæíî ñòîèò äîáàâèòü, ÷òî â óëüòðàëîêàëüíîì ñëó÷àå äëÿ ëîêàëü-

íûõ ôóíêöèîíàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëåé

ïîðÿäêà íå âûøå N , ñêîáêà Áåðèíãà áóäåò ñîäåðæàòü ïðîñòðàíñòâåííûå

ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà 3N , òîãäà êàê ñêîáêà, ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå [37]

è ðàññìàòðèâàåìàÿ â äèññåðòàöèè, ñîäåðæèò èõ äî ïîðÿäêà 2N , òàê æå

êàê è ñòàíäàðòíàÿ ñêîáêà.

Çàòðóäíåíèå, âûçûâàåìîå ôîðìóëîé Áåðèíãà, çàêëþ÷àåòñÿ ïî-âèäèìîìó

â îòñóòñòâèè èíâàðèàíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê çàìåíàì çàâèñèìûõ ïåðå-

ìåííûõ (äèôôåðåíöèàëüíûì ïîäñòàíîâêàì ïîëåé).

5.2 Äèôôåðåíöèàëüíûå ïîäñòàíîâêè

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà èíâàðèàíòíîñòè òåîðåòèêî-ïîëåâîé ñêîáêè Ïóàññî-

íà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ïîëåé âèäà

φA → φ̄B̄ = ξB̄(φA, DJφA), (5.11)

(äèôôåðåíöèàëüíûå ïîäñòàíîâêè).

Åñëè ñíà÷àëà ó íàñ èìåëèñü ëîêàëüíûå ñêîáêè Ïóàññîíà äëÿ ïîëåé

φA(x), ò.å.

{φA(x), φB(y)} = ÎAB(x)δ(x, y), (5.12)

125



ãäå ÎAB = IKABDK � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ

çàâèñÿùèìè îò ïîëåé êîýôôèöèåíòàìè

IKAB = IKAB(φC , DJφC), (5.13)

òî â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèàëüíîé ïîäñòàíîâêè (5.11) ìû ïîëó÷èì

{φ̄C̄(x), φ̄D̄(y)} = (ξC̄)′A (x) (ξD̄)′B (y)ÎAB(x)δ(x, y).

×òîáû ïðåîáðàçîâàòü ýòî âûðàæåíèå ê âèäó, ïîäîáíîìó (5.12), íàì òðå-

áóåòñÿ îïðåäåëèòü �ñîïðÿæåííûé� îïåðàòîð

ĴAB(x)δ(x, y) = Ĵ“adjoint”

AB(y)δ(x, y),òîãäà ìû áóäåì èìåòü

(ξC̄)′A (x) (ξD̄)′B (y)ÎAB(x)δ(x, y) = (ξC̄)′A (x)ÎAB(x)
[
(ξD̄)′B

]“adjoint”

(x)δ(x, y),è

ÎC̄D̄(x) = (ξC̄)′A (x)ÎAB(x)
[
(ξD̄)′B

]“adjoint”

(x).

Ïðåäëàãàåìûé çäåñü ïîäõîä îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòíîãî òðàêòîâêîé ãðà-

íè÷íûõ (èëè äèâåðãåíöèàëüíûõ) ÷ëåíîâ. Âñå îíè äîëæíû áûòü ñîõðàíå-

íû â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû òðåáóåì âûïîëíåíèÿ

òî÷íîãî ðàâåíñòâà ∫
Ω

ξAĴABηBd
nx =

∫
Ω

ηAĴ†ABξBd
nx,

áåç îòáðàñûâàíèÿ êàêèõ-ëèáî ãðàíè÷íûõ ÷ëåíîâ (äèâåðãåíöèé). Íàïðî-

òèâ, ïðè ñòàíäàðòíîì ïîäõîäå òðåáóåòñÿ ëèøü ðàâåíñòâî ñ òî÷íîñòüþ äî

ãðàíè÷íûõ ÷ëåíîâ

ξAĴABηB ≈ ηAĴ∗ABξB (ïî ìîäóëþ äèâåðãåíöèé),

èëè, â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ,

〈ξ|Ĵ |η〉 = 〈η|Ĵ∗|ξ〉.
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Èç ïîñëåäíåãî îïðåäåëåíèÿ ìû ïîëó÷àåì îáû÷íîå ñîîòíîøåíèå

Ĵ∗AB = (−D)K ◦ JKBA. (5.14)

Íî íàïèñàííîå âûøå ïðèâîäèò ê äðóãîìó ðåçóëüòàòó:

Ĵ†AB = (−D)K ◦ θΩJ
K
BA. (5.15)

Çäåñü ìû èñïîëüçóåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îáëàñòè èíòåãðè-

ðîâàíèÿ (ôèçè÷åñêîé îáëàñòè) θΩ(x) äëÿ çàïèñè äèâåðãåíöèé. Èìååòñÿ

î÷åâèäíîå ñîîòíîøåíèå∫
Rn

(−D)KθΩf(x)dnx =

∫
Rn

θΩDKf(x)dnx ≡
∫
Ω

DKf(x)dnx.

Èòàê ïðè ïîìîùè θΩ ìîæíî çàïèñàòü âñå ïðîñòðàíñòâåííûå èíòåãðàëû

íå êàê èíòåãðàëû ïî ôèçè÷åñêîé îáëàñòè, à êàê èíòåãðàëû ïî âñåìó

áåñêîíå÷íîìó êîîðäèíàòíîìó ïðîñòðàíñòâó Rn.

5.3 Ñòàíäàðòíàÿ ñêîáêà

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðåîáðàçîâàíèå ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà

{F,G}old =
1

2

∫
Ω

(
E0
A(f)ÎABE

0
B(g)− E0

A(g)ÎABE
0
B(f)

)
dnx, (5.16)

ïðè çàìåíàõ ïîëåé òèïà (5.11). Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

E0
A(f) =

[
(ξC̄)′A

]∗
E0
C̄(f) ≡

≡
(
E0
A(ξC̄)− E1

A(ξC̄)D + E2
A(ξC̄)D2 − . . .

)
E0
C̄(f) ≡

≡ (−1)|K|EK
A (ξC̄)DKE

0
C̄(f), (5.17)

âûâåäåííîé â Ïðèëîæåíèè Â ê äàííîé ãëàâå. Òîãäà â ïîäèíòåãðàëüíîì

âûðàæåíèè (5.16) ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

E0
A(f)ÎABE

0
B(g) =

[
(ξC̄)′A

]∗
E0
C̄(f)ÎAB

[
(ξD̄)′B

]∗
E0
D̄(g) =

= E0
C̄(f)

[[
(ξC̄)′A

]∗]†
ÎAB

[
(ξD̄)′B

]∗
E0
D̄(g). (5.18)
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Íî êàê îáñóæäàëîñü âûøå, äâà îïðåäåëåíèÿ �ñîïðÿæåííîãî� äèôôåðåí-

öèàëüíîãî îïåðàòîðà íå ýêâèâàëåíòíû[[
(ξC̄)′A

]∗]†
= (ξC̄)′A ◦ θΩ 6= (ξC̄)′A ,

è òàêèì îáðàçîì, [[
(ξC̄)′A

]∗]†
ÎAB

[
(ξD̄)′B

]∗ 6= ÎC̄D̄.

Ðàçóìååòñÿ, îòëè÷èÿ âûðàæàþòñÿ äèâåðãåíöèÿìè. Òàêèì îáðàçîì ìû âè-

äèì, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ òåîðåòèêî-ïîëåâàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà èíâàðèàíòíà

îòíîñèòåëüíî çàìåí ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ âèäà (5.11) (ò.å. äèôôåðåíöè-

àëüíûõ ïîäñòàíîâîê) òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî ãðàíè÷íûõ ÷ëåíîâ. Êîíå÷-

íî ýòîãî äîñòàòî÷íî, èáî âñå îñòàëüíûå òðåáîâàíèÿ (òîæäåñòâî ßêîáè,

àíòèñèììåòðèÿ, ïðàâèëî Ëåéáíèöà) òàêæå âûïîëíÿþòñÿ ëèøü ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ãðàíè÷íûõ ÷ëåíîâ è ýòà ñêîáêà íå ïðåòåíäóåò íà àäåêâàòíîñòü

â íåòðèâèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷àõ.

5.4 Îáùèé ïîäõîä ê ñêîáêàì Áåðèíãà è àâòîðà

Èìåÿ äåëî ñ ëîêàëüíûìè ôóíêöèîíàëàìè è ëîêàëüíûìè ñêîáêàìè Ïóàñ-

ñîíà â òåîðèè ïîëÿ ìû âñåãäà ïðèõîäèì äëÿ ñêîáêè äâóõ ôóíêöèîíàëîâ

ê îáùåìó âûðàæåíèþ âèäà

{F,G} =

∫
Ω

dnx

∫
Ω

dnyf ′A(x)g′B(y){φA(x), φB(y)},

ãäå ïðîèçâîäíûå Ôðåøå f ′A(x), g′B(y) ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïå-

ðàòîðàìè (5.7). Åñëè ïðåäñòàâèòü êàæäûé èç èíòåãðàëîâ íå êàê èíòåãðàë

ïî êîíå÷íîé îáëàñòè, à êàê èíòåãðàë ïî âñåìó áåñêîíå÷íîìó Rn ñ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé îáëàñòè Ω

{F,G} =

∫
Rn

θΩ(x)dnx

∫
Rn

θΩ(y)dnyf ′A(x)g′B(y){φA(x), φB(y)},

òî ëåãêî âûïîëíèòü ôîðìàëüíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è ïîëó÷èòü

{F,G} =

∫
Rn

dnx

∫
Rn

dny
δF

δφA(x)

δG

δφB(y)
{φA(x), φB(y)},
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ãäå

δF

δφA(x)
= (f ′A(x))

†
θΩ = (−D)K

(
θΩ

∂f

∂φ
(K)
A

)
≡ EJ

A(f)(−D)JθΩ,

àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà áóäåò ñïðàâåäëèâà äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé

îò G. Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èì ðàññìîòðåíèå óëüòðàëîêàëüíûì ñëó÷àåì,

òîãäà

{F,G} =

∫
Rn

dnx

∫
Rn

dny
δF

δφA(x)
IAB

δG

δφB(y)
δ(x, y),

è â îáîèõ ïîäõîäàõ ìû ñ÷èòàåì, ÷òî

{F,G} =

∫
Rn

dnx
δF

δφA(x)
IAB

δG

δφB(x)
.

Íî êîíå÷íî, ýòî âûðàæåíèå ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèÿ îáîáùåííûõ ôóíê-

öèé âèäà DJθΩ ×DKθΩ, è çäåñü ïîäõîäû ðàçëè÷àþòñÿ:

• â ïîäõîäå Áåðèíãà [55]:

DJθΩ ×DKθΩ = δJ0DKθΩ + δK0DJθΩ − δJ0δK0θΩ,

• â ïîäõîäå àâòîðà [37]:

DJθΩ ×DKθΩ = DJ+KθΩ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî ïîëíîñòüþ èçáåæàòü ýòèõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé,

òàê êàê îíè ñëóæàò òîëüêî äëÿ óñëîâíîé çàïèñè äèâåðãåíöèé. Ýòî ïðî-

äåìîíñòðèðîâàíî â ïóáëèêàöèÿõ [38]. Òîãäà êëþ÷åâîå ïðåîáðàçîâàíèå îò

äâîéíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó ê îäíîêðàòíîìó èíòå-

ãðèðîâàíèþ ñ ïîìîùüþ δ-ôóíêöèè ìîæíî ïîíèìàòü ïðîñòî êàê ñïàðè-

âàíèå 1-ôîðì è 1-âåêòîðîâ â ôîðìàëüíîì âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè [79,

84, 101]. Òî ñïàðèâàíèå, êîòîðîå ââîäèëîñü â ðàáîòàõ [37, 38], ñîãëàñîâàíî

ñ êâàçèãðàäóèðîâêîé îòíîñÿùåéñÿ ê äèâåðãåíöèÿì.

Òåïåðü, åñëè ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëîé äëÿ ñïà-

ðèâàíèÿ Áåðèíãà, ìîæíî âûâåñòè ñêîáêè Ïóàññîíà â íàèáîëåå îáùåì

(íå ðàññìîòðåííîì â ðàáîòå [55]) íåóëüòðàëîêàëüíîì ñëó÷àå, ãäå ÎAB �
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äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè, çà-

âèñÿùèìè îò ïîëåé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòî áóäåò òà æå ñàìàÿ ôîðìóëà,

òîëüêî ñ äîáàâëåíèåì øëÿïîê2

{f, g} = f ′A

(
ÎABE

0
B(g)

)
− g′A

(
ÎABE

0
B(f)

)
−

− 1

2

(
E0
A(f)ÎABE

0
B(g)− E0

A(g)ÎABE
0
B(f)

)
.

Áîëüøå òîãî, ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî äëÿ ýòîé ñêîáêè âûïîë-

íÿåòñÿ òîæäåñòâî ßêîáè äëÿ ëþáîãî ëîêàëüíîãî îïåðàòîðà ÎAB ñ ïîñòî-

ÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ñëó÷àå óëüòðàëîêàëüíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà

ñ çàâèñÿùèìè îò ïîëåé êîýôôèöèåíòàìè (íî èñêëþ÷àÿ çàâèñèìîñòü îò

ïðîèçâîäíûõ ïîëåé) â Ïðèëîæåíèè Á ìû âûâîäèì óñëîâèå âûïîëíåíèÿ

òîæäåñòâà ßêîáè äëÿ ñêîáêè, ïîñòðîåííîé â ñîãëàñèè ñ ïðåäëîæåíèåì

Áåðèíãà

IAB,CICD + IDA,CICB + IBD,CICA = 0.

Â Ïðèëîæåíèè Á ìû òàêæå ïðèâîäèì óñëîâèå è äëÿ ñàìîãî îáùåãî ñëó-

÷àÿ íåóëüòðàëîêàëüíûõ ñêîáîê ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëåé.

5.5 Äèôôåðåíöèàëüíûå ïîäñòàíîâêè è ñêîáêà Áå-

ðèíãà

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîëó÷åííóþ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ôîðìóëó â

êà÷åñòâå äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ èñõîäíîãî ïðåäëîæåíèÿ Áåðèíãà [55]

{F,G}B =

∫
Ω

f ′AÎABE
0
B(g)dnx−

∫
Ω

g′AÎABE
0
B(f)dnx− {F,G}old, (5.19)

ãäå {F,G}old � ñòàíäàðòíàÿ ñêîáà Ïóàññîíà, ðàññìîòðåííàÿ âûøå.

2Ìîæíî ïîëó÷èòü è áîëåå îáùóþ ôîðìóëó, åñëè íå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îïåðàòîð ÎAB äîëæåí áûòü

àíòèñèììåòðè÷íûì ïî îòíîøåíèþ ê ñòàíäàðòíîìó îïðåäåëåíèþ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Íî ýòà

ôîðìóëà íå óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ßêîáè äàæå äëÿ íåóëüòðàëîêàëüíûõ ñêîáîê ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè.
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Ïðè äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîäñòàíîâêàõ (5.11) ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå ïðå-

îáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. Ïðèëîæåíèå Â)

f ′A = f ′C̄ (ξC̄)′A ,

òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

f ′AÎABE
0
B = f ′C̄ (ξC̄)′A ÎAB

[
(ξD̄)′B

]∗
E0
D̄(g).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâîå è âòîðîå ñëàãàåìûå â ñêîáêå áóäóò èíâàðèàíò-

íû, åñëè ïðåäïîëîæèòü

ÎC̄D̄ = (ξC̄)′A ÎAB
[
(ξD̄)′B

]∗
,

ò.å. çäåñü äîëæíî èñïîëüçîâàòüñÿ ñòàðîå îïðåäåëåíèå ñîïðÿæåííîãî îïå-

ðàòîðà (5.14) â ñîãëàñèè ñ òðàêòîâêîé, äàâàåìîé Áåðèíãîì (ñì. ïàðàãðàô

(5.5) ðàáîòû [55]).

Ê ñîæàëåíèþ, ýòà ñêîáêà ñîäåðæèò òàêæå ñëàãàåìîå âèäà {F,G}old

(ñòàíäàðòíóþ ñêîáêó Ïóàññîíà) ñ äðóãèìè òðàíñôîðìàöèîííûìè ñâîé-

ñòâàìè. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïàðàãðàôå 3, ýòî ñëàãàåìîå èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî ïåðåîïðåäåëåíèé ïîëåé òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî äèâåðãåí-

öèé. Òàêèì îáðàçîì, ñêîáêà Áåðèíãà â öåëîì íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé.

5.6 Äèôôåðåíöèàëüíûå ïîäñòàíîâêè è ñêîáêà àâòî-

ðà

Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà

{F,G} =

∫
Ω

Tr
(
f ′AÎABg

′
B

)
dnx

â òî÷íîñòè èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïåðåîïðåäåëåíèé ïîëåé âèäà (5.11).

Íàïîìèíàåì, ÷òî ñëåä èñïîëüçóåòñÿ çäåñü äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðàâèëà êîì-
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ïîçèöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ f ′A, ÎAB and g′B:

f ′A =
∂f

∂φ
(J)
A

DJ ,

ÎAB = IKABDK ,

g′B =
∂g

∂φ
(J)
B

DJ .

Îïåðàòîð f ′A äåéñòâóåò íà âñå, ñòîÿùåå ñïðàâà îò íåãî, òî æå ñàìîå äåëàåò

è îïåðàòîð ÎAB, à îïåðàòîð g′B äåéñòâóåò íà âñå, ñòîÿùåå ñëåâà îò íåãî,

ò.å. äåéñòâóåò íà âñå, êðîìå ñâîèõ ñîáñòâåííûõ êîýôôèöèåíòîâ,

Tr
(
f ′AÎABg

′
B

)
≡
(
J

L

)(
K

M

)
DM

∂f

∂φ
(J)
A

DJ+K−L−M ÎABDL
∂g

∂φ
(K)
B

.

Ïîñëå ïåðåîïðåäåëåíèÿ ïîëåé ìû ïîëó÷àåì

{F,G} =

∫
Ω

Tr
(
f ′C̄(ξC̄)′AÎABg

′
D̄(ξD̄)′B

)
dnx.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èñïîëüçîâàòü çäåñü ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê (ξD̄)′B,

îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (5.15), òî îí áóäåò äåéñòâîâàòü òîëüêî íà g′
D̄

{F,G} =

∫
Ω

Tr
(
f ′C̄(ξC̄)′AÎAB [(ξD̄)′B]

†
g′D̄

)
dnx.

Íî ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì, ïðèâåäåííûì â ïàðàãðàôå 2,

ÎC̄D̄ = (ξC̄)′AÎAB [(ξD̄)′B]
†
.

Â ðåçóëüòàòå âèäèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ïîëåâîé ñêîáêè Ïóàññîíà ñ ãðà-

íè÷íûìè ÷ëåíàìè â òî÷íîñòè èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöè-

àëüíûõ ïîäñòàíîâîê.

Â ãëàâå 6 è â ïóáëèêàöèè [43] ýòà èíâàðèàíòíîñòü äåìîíñòðèðóåòñÿ íà

êîíêðåòíîì ïðèìåðå � äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïåðåìåííûõ

Àøòåêàðà [107, 108, 109].

5.7 Âûâîäû

Ðÿä èíòåðåñíûõ ðàáîò ïî ìîäèôèêàöèè ñòàíäàðòíîé ôîðìóëû ñêîáîê

Ïóàññîíà ñ öåëüþ ñäåëàòü åå ïðèãîäíîé äëÿ íåòðèâèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ
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çàäà÷ è òî÷íî óäîâëåòâîðèòü òîæäåñòâó ßêîáè áûë ñäåëàí Áåðèíãîì [55,

74, 75, 76]. Ìû ðàññìîòðåëè çäåñü ïðåäëîæåíèå Áåðèíãà îòíîñèòåëüíî

ãðàíè÷íûõ ÷ëåíîâ â òåîðåòèêî-ïîëåâîé ñêîáêå Ïóàññîíà, ñäåëàííîå â

ðàáîòå [55]. Ê ñîæàëåíèþ, Áåðèíã äî ñèõ ïîð íå èñïîëüçîâàë ïðåäëî-

æåííóþ èì ôîðìóëó â êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ, îãðàíè÷èâøèñü

ôîðìàëüíûìè ïîñòðîåíèÿìè. Â òî æå âðåìÿ åìó íå óäàëîñü ðàñïðîñòðà-

íèòü ñâîè ðåçóëüòàòû íà íåóëüòðàëîêàëüíûå ñêîáêè Ïóàññîíà, âñòðå÷à-

þùèåñÿ, íàïðèìåð, â ãèäðîäèíàìèêå (ñì. ãëàâó 8). Â äàííîé ãëàâå ìû

îáîáùèëè ïîñòðîåíèå Áåðèíãà íà ñàìûå îáùèå ëîêàëüíûå ñêîáêè Ïóàñ-

ñîíà è íàøëè óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ âûïîëíåíèÿ òîæäåñòâà ßêîáè. Â

íàøåé òðàêòîâêå, äåòàëüíî ïðåäñòàâëåííîé â ðàáîòàõ [37, 38] è â ãëàâàõ

3,4, â êîíñòðóêöèè ñêîáêè Ïóàññîíà èìååòñÿ òðè ðàçëè÷íûõ èíãðåäèåíòà,

êîòîðûå òðåáóþò ïåðåñìîòðà: ýòî äèôôåðåíöèàë ëîêàëüíîãî ôóíêöèîíà-

ëà, ïóàññîíîâ áèâåêòîð è îïåðàöèÿ ñïàðèâàíèÿ. Áåðèíã èñïîëüçóåò òî æå

ñàìîå îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà, íî èçìåíÿåò ñïàðèâàíèå è áèâåêòîð.

Ïîïûòêà èçìåíèòü îäíî òîëüêî ñïàðèâàíèå âåäåò ê çàòðóäíåíèÿì ñ òîæ-

äåñòâîì ßêîáè â íåóëüòðàëîêàëüíîì ñëó÷àå. Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

åñòåñòâåííîå, ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðà äèññåðòàöèè, îáîáùåíèå îêàçûâàåò-

ñÿ íåèíâàðèàíòíûì ïðè îáùèõ çàìåíàõ ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ. Ðàáîòà Áå-

ðèíãà [55] ñîäåðæèò ìíîæåñòâî íîâûõ èäåé êîòîðûå çàñëóæèâàþò áîëåå

ïîäðîáíîãî îáñóæäåíèÿ. Çäåñü ìû îñòàíîâèëèñü òîëüêî íà íåäîñòàòêå,

êîòîðûé ïî âñåé âèäèìîñòè â íåé ñîäåðæèòñÿ. Âåðîÿòíî, äàëüíåéøèå èñ-

ñëåäîâàíèÿ ïîêàæóò, ìîæíî ëè ïðåîäîëåòü ýòîò íåäîñòàòîê îñòàâàÿñü â

ðàìêàõ ïîäõîäà Áåðèíãà. Íî òàê èëè èíà÷å, ýòè òðóäíîñòè íå âîçíèêàþò,

åñëè ðàáîòàòü ñ ôîðìóëîé, ïðåäëîæåííîé â ãëàâå 3.
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Ïðèëîæåíèå A. Íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñîîòíîøåíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÎAB = IMABDM , ãäå IMAB = IMAB(φ(J)), è

Î∗AB = (−D)M ◦ IMBA.

Òîãäà ñ ïîìîùüþ òåõíèêè âûñøèõ ýéëåðîâûõ îïåðàòîðîâ [79, 91], ñîáðàí-

íîé â Ëåììàõ 2.5 � 2.12 ãëàâû 3 è ðàáîòû [37], ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ:(
E0
B(g)

)′
C

(ÎCDE
0
D(h)) = (−D)L

[
∂2g

∂φ
(L)
B ∂φ

(J)
C

DJ(ÎCDE
0
D(h))

]
,

E0
B

(
g′C(ÎCDE

0
D(h))

)
= (−D)L

[
∂2g

∂φ
(L)
B ∂φ

(J)
C

DJ(ÎCDE
0
D(h))+

+
∂2h

∂φ
(L)
B ∂φ

(J)
C

DJ(Î∗CDE
0
D(g))+

+ E0
C(g)

∂IMCD

∂φ
(L)
B

DME
0
D(h)

]
,

E0
B

(
E0
C(g)ÎCDE

0
D(h)

)
= (−D)L

[
∂2g

∂φ
(L)
B ∂φ

(J)
C

DJ(ÎCDE
0
D(h))+

+
∂2h

∂φ
(L)
B ∂φ

(J)
C

DJ(Î∗CDE
0
D(g))+

+ E0
C(g)

∂IMCD

∂φ
(L)
B

DME
0
D(h)

]
,

Ïóñòü òàêæå Î∗AB = −ÎAB, òîãäà èç íàïèñàííîãî âûøå ñëåäóåò

E0
B

(
g′C(ÎCDE

0
D(h))

)
= −E0

B

(
h′C(ÎCDE

0
D(g))

)
=

= E0
B

(
E0
C(g)ÎCDE

0
D(h)

)
= (−D)L

[
E0
C(g)

∂IMCD

∂φ
(L)
B

DME
0
D(h)

]
+

+
(
E0
B(g)

)′
C

(ICDE
0
D(h))−

(
E0
B(h)

)′
C

(ICDE
0
D(g)).

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèìè ñîîòíîøåíèÿìè ïðè ïðîâåðêå òîæäåñòâà ßêîáè

â Ïðèëîæåíèè B.

Ïðîèëëþñòðèðóåì íàøè ðåçóëüòàòû íà íå ñàìîì îáùåì ñëó÷àå óëü-

òðàëîêàëüíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà

ÎAB = IAB = −IBA,
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è ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ôóíêöèè IAB çàâèñÿò òîëüêî îò ïîëåé,

íî íå çàâèñÿò îò èõ ïðîèçâîäíûõ

IAB = IAB(φC).

Òîãäà
∂IMCD

∂φ
(L)
B

= δM0δL0ICD,B,

è òàêèì îáðàçîì,

(−D)L

[
E0
C(g)

∂IMCD

∂φ
(L)
B

DME
0
D(g)

]
= ICD,BE

0
C(g)E0

D(h).
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Ïðèëîæåíèå Á. Òîæäåñòâî ßêîáè

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Áåðèíãà äëÿ ñêîáêè Ïóàññîíà ìû ïîëó÷àåì

{F,G} =

∫
Rn

{f, g}dnx,

{f, g} = f ′A(ÎABE
0
B(g))− g′A(ÎABE

0
B(f))−

− 1

2
E0
A(f)ÎABE

0
B(g) +

1

2
E0
A(g)ÎABE

0
B(f),

{{f, g}, h} = {f, g}′C(ÎCDE
0
D(h))− h′C(ÎCDE

0
D({f, g}))−

− 1

2
E0
C({f, g})ÎCDE0

D(h) +
1

2
E0
C(h)ÎCDE

0
D({f, g}) =

= f ′′AC

(
ÎABE

0
B(g), ÎCDE

0
D(h)

)
− g′′AC

(
ÎABE

0
B(f), ÎCDE

0
D(h)

)
+

+ f ′A

(
(ÎAB)′C(ÎCDE

0
D(h))E0

B(g) + ÎAB(E0
B(g))′C(ÎCDE

0
D(h))

)
−

− g′A

(
(ÎAB)′C(ÎCDE

0
D(h))E0

B(f) + ÎAB(E0
B(f))′C(ÎCDE

0
D(h))

)
−

− 1

2
(E0

A(f))′C(ÎCDE
0
D(h))ÎABE

0
B(g)−

− 1

2
E0
A(f)(ÎAB)′C(ÎCDE

0
D(h))E0

B(g)−

− 1

2
E0
A(f)ÎAB(E0

B(g))′C(ÎCDE
0
D(h)) +

+
1

2
(E0

A(g))′C(ÎCDE
0
D(h))ÎABE

0
B(f) +

+
1

2
E0
A(g)(ÎAB)′C(ÎCDE

0
D(h))E0

B(f) +

+
1

2
E0
A(g)ÎAB(E0

B(f))′C(ÎCDE
0
D(h)) +

+ h′C

(
ÎCDE

0
D

(
g′A(ÎABE

0
B(f))− f ′A(ÎABE

0
B(g))+

+ E0
A(f)ÎABE

0
B(g))

))
−

− 1

2
E0
C

(
f ′A(ÎABE

0
B(g))− g′A(ÎABE

0
B(f))−

− 1

2
E0
A(f)ÎABE

0
B(g) +

1

2
E0
A(g)ÎABE

0
B(f)

)
ÎCDE

0
D(h) +

+
1

2
E0
C(h)ÎCDE

0
D

(
f ′A(ÎABE

0
B(g))− g′A(ÎABE

0
B(f))−

− 1

2
E0
A(f)ÎABE

0
B(g) +

1

2
E0
A(g)ÎABE

0
B(f)

)
Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèå

f ′′AB(ξA, ηB) =
∂2f

∂φ
(J)
A ∂φ

(K)
B

DJξADKηB.
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Çàòåì äåëàÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè è ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè èç Ïðè-

ëîæåíèÿ A ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó

{{f, g}, h}+ {{h, f}, g}+ {{g, h}, f} =

= f ′A

(
∂IMAB

∂φ
(L)
C

DL(ÎCDE
0
D(h)DME

0
B(g))

)
−

−g′A

(
∂IMAB

∂φ
(L)
C

DL(ÎCDE
0
D(h)DME

0
B(f))

)
−

−h′C

(
ÎCD(−D)L

[
1

2
E0
A(f)

∂IMAB

∂φ
(L)
D

DME
0
B(g)− 1

2
E0
A(g)

∂IMAB

∂φ
(L)
D

DME
0
B(f)

])
−

−1

2
E0
A(f)

∂IMAB

∂φ
(L)
C

DL(ÎCDE
0
D(h))DME

0
B(g)+

+
1

2
E0
A(g)

∂IMAB

∂φ
(L)
C

DL(ÎCDE
0
D(h))DME

0
B(f)−

−1

2
(−D)L

[
1

2
E0
A(f)

∂IMAB

∂φ
(L)
C

DME
0
B(g)− 1

2
E0
A(g)

∂IMAB

∂φ
(L)
C

DME
0
B(f)

]
ÎCDE

0
D(h)+

+
1

2
E0
C(h)ÎCD(−D)L

[
1

2
E0
A(f)

∂IMAB

∂φ
(L)
D

DME
0
B(g)− 1

2
E0
A(g)

∂IMAB

∂φ
(L)
D

DME
0
B(f)

]
+

+ (f, g, h).

Èç âûïèñàííîãî âûøå âûðàæåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ êî-

ýôôèöèåíòîâ IMAB òîæäåñòâî ßêîáè âûïîëíÿåòñÿ. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå óëüòðàëîêàëüíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà ñ êîýôôè-

öèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò ïîëåé (íî íå îò èõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèç-

âîäíûõ), ïîëó÷àåòñÿ õîðîøî èçâåñòíîå óñëîâèå íà êîýôôèöèåíòû:

IAB,CICD + (A,B,D) = 0.

Ïðèëîæåíèå Â. Çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ

Çäåñü ìû ïîëó÷èì ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà

è Ôðåøå ïðè äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîäñòàíîâêàõ ïîëåé (5.11).
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Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âàðèàöèþ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè îò ïîëåâûõ ïå-

ðåìåííûõ

δf = f ′AδφA ≡
∂f

∂φ
(J)
A

DJδφA.

Åñëè âçÿòü ïðåîáðàçîâàííûå ïîëÿ

φ̄B̄ = ξB̄(φA, DJφA),

òî ïîëó÷àåì

δf = f ′B̄δφ̄B̄ ≡
∂f

∂φ̄
(K)

B̄

DKδφ̄B̄,

ãäå

δφ̄B̄ = (ξB̄)′AδφA.

Ñëåäîâàòåëüíî

f ′A = f ′B̄ ◦ (ξB̄)′A.

Çàòåì ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

〈1|f ′A|δφA〉 = 〈δφA|(f ′A)∗|1〉 ≡ E0
A(f)δφA,

ãäå óãëîâûìè ñêîáêàìè âûäåëåíî ñòàíäàðòíîå ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæå-

íèå, îïðåäåëåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî äèâåðãåíöèé, è ñäåëàåì çàìåíó ïåðå-

ìåííûõ

φA → φ̄B̄ = ξB̄(φA, DJφA),

òîãäà

E0
A(f)δφA = 〈1|f ′B̄ ◦ (ξB̄)′A|δφA|〉 = 〈1|f ′B̄|(ξB̄)′AδφA〉 =

= 〈(ξB̄)′AδφA|(f ′B̄)∗|1〉 = E0
B̄(f)(ξB̄)′AδφA =

= 〈E0
B̄(f)|(ξB̄)′A|δφA〉 = 〈δφA| ((ξB̄)′A)

∗ |E0
B̄(f)〉,

èëè

E0
A(f) = ((ξB̄)′A)

∗
E0
B̄(f).

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîäòâåðæäåí è áîëåå óòîìèòåëüíûì, íî ïðÿ-

ìûì âû÷èñëåíèåì ñ ïîìîùüþ ôîðìóë äëÿ âûñøèõ îïåðàòîðîâ Ýéëåðà,

ïðèâåäåííûõ â ñòàòüå [91].
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Ãëàâà 6

Îñîáåííîñòè êàíîíè÷åñêîãî

ôîðìàëèçìà Àøòåêàðà

6.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðåäëîæåííûå â 1980-õ ãîäàõ Àøòåêàðîì íîâûå ãàìèëüòîíîâû ïåðåìåí-

íûå äëÿ ãðàâèòàöèè [107] â îñíîâíîì ïðèâëåêëè ê ñåáå âíèìàíèå ïåð-

ñïåêòèâîé ïðîäâèíóòüñÿ â íàïðàâëåíèè êâàíòîâàíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî

ïîëÿ [110, 111]. Â ïåðâûõ ðàáîòàõ [112, 113, 114, 115] áûëî ïîêàçàíî,

÷òî íîâûå ïåðåìåííûå ïîÿâëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êà-

íîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, íà÷èíàþùåéñÿ ñ îáû÷íîãî òåòðàäíîãî ãà-

ìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà. Êëþ÷åâûì â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåò-

ñÿ ïåðåõîä ê êîìïëåêñíîé (àíòè)ñàìîäóàëüíîé ñâÿçíîñòè. Â ýòîé ãëàâå

ìû ïîêàæåì, ñëåäóÿ íàøèì ðàáîòàì [35, 51, 36, 47, 43], ÷òî ïðè ýòîì ïå-

ðåõîäå èãíîðèðîâàëèñü íåêîòîðûå ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû, õîòÿ îíè ìîãóò

áûòü îòëè÷íû îò íóëÿ, íàïðèìåð, â àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, ïðèíÿòûõ â ðàáîòàõ [108, 109]. Ïðè÷èíîé

ýòîãî ñòàëî òî, ÷òî íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ñòðîãî äîêàçàííûå ëèøü â ìå-

õàíèêå, áûëè ýêñòðàïîëèðîâàíû íà òåîðèþ ïîëÿ. Ôîðìàëèçì Àøòåêàðà
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ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ïðèìåðà òîãî, êàê â òåîðèè ïîëÿ ïðî-

ÿâëÿåòñÿ ðîëü ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ â ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìå è â

ñêîáêàõ Ïóàññîíà.

Äàëåå â ýòîé ãëàâå ìû èñïîëüçóåì íîâîå îïðåäåëåíèå ñêîáêè Ïóàññî-

íà, ââåäåííîå â ãëàâå 3, äëÿ àíàëèçà êàíîíè÷åñêîãî ôîðìàëèçìà îáùåé

òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè â ïåðåìåííûõ Àøòåêàðà è ÀÄÌ, ñëåäóÿ ðàáî-

òå [43]. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî èçâåñòíûå àëãåáðû ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû

çäåñü íåçàâèñèìî îò âûáîðà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Îñîáåííîñòüþ ôîðìà-

ëèçìà Àøòåêàðà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ïðè ó÷åòå

ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ íå ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè.

6.2 Ïðåîáðàçîâàíèå Àøòåêàðà

Âìåñòî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà γij ââåäåì òðèàäû Ea
i , òàê ÷òî γij = Ea

i E
a
j ,

a = 1, 2, 3. Îáðàòíûå ê òðèàäàì ìàòðèöû áóäåì îáîçíà÷àòü Ei
a, ò.å.

Ea
i E

j
a = δji , E

a
i E

i
b = δab . Ïîñêîëüêó γkjγji = γkjEa

jE
a
i = δki , òî îáðàò-

íóþ ìàòðèöó ìîæíî ïîëó÷èòü ïîäíèìàÿ èíäåêñ ñ ïîìîùüþ γkj, Ek
a =

Eka = γkjEa
j . Ïîëîæåíèå èíäåêñà a, íóìåðóþùåãî âåêòîðû òðèàäû, áåç-

ðàçëè÷íî. Íåòðóäíî òàêæå óáåäèòüñÿ, ÷òî

γij = EiaEja, γ = det|Ea
i E

a
j | = (det|Ea

i |)
2 = E2. (6.1)

Ââåäåì ñîïðÿæåííûå ê ïîëÿì òðèàä èìïóëüñû πia{
Ea
i (x), πjb(y)

}
= δji δ

a
b δ(x, y), (6.2)

êîòîðûå ëåãêî ñâÿçàòü ñ èìïóëüñàìè πij ôîðìàëèçìà ÀÄÌ

πij =
1

4

(
πiaE

j
a + πjaE

i
a

)
. (6.3)

Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñêîáêè Ïóàññîíà äëÿ ïåðåìåííûõ ÀÄÌ ÷à-

ñòè÷íî èçìåíÿþòñÿ{
γij(x), πkl(y)

}
= δklij δ(x, y), {γij(x), γkl(y)} = 0, (6.4)
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íî {
πij(x), πkl(y)

}
=

1

4

(
γikMjl + γilMjk + γjkMil + γjlMik

)
δ(x, y), (6.5)

ãäå

Mij =
1

4

(
Eiaπja − Ejaπia

)
=M[ij]. (6.6)

Ñîõðàíåíèå ñîîòâåòñòâèÿ ïóàññîíîâûõ ñòðóêòóð òðåáóåò íàëîæåíèÿ òðåõ

ñâÿçåéMij = 0, ÷òî îáåñïå÷èâàåò òàêæå ñîõðàíåíèå ÷èñëà ñòåïåíåé ñâî-

áîäû (ñèììåòðè÷íûé òåíçîð γij(x) îïðåäåëÿëñÿ â êàæäîé òî÷êå 6 ÷èñëà-

ìè, à ìàòðèöà òðèàäû Ea
i (x) ñîäåðæèò 9 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò). Ìîæ-

íî ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü ñâÿçè â âèäå

Jab ≡ J [ab] = 0, Jab =MijEa
i E

b
j . (6.7)

Ïðè ýòîì ñâÿçè íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè

{
Mij(x),Mkl(y)

}
=

1

4

(
γikMjl − γilMjk − γjkMil + γjlMik

)
δ(x, y). (6.8)

Ðàçóìååòñÿ, âûáîð
(
Ea
i , π

i
a

)
â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ íå ÿâ-

ëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòîÿùåãî ïåðåõîäà ê ïåðåìåí-

íûì Àøòåêàðà óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûå
(
Ẽia, Ka

i

)
, âûáðàííûå

òàê, ÷òî

Ẽia = EEia, Ka
i = KijE

ja + E−1EibJ
ab, (6.9)

òîãäà {
Ẽia(x), Kb

j (y)
}

=
1

2
δijδ

abδ(x, y), (6.10){
Ẽia(x), Ẽjb(y)

}
= 0,

{
Ka
i (x), Kb

j (y)
}

= 0. (6.11)

Â ðàáîòàõ [107, 108, 109] Àøòåêàðîì áûëî ïðåäëîæåíî çàìå÷àòåëüíîå

ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïîçâîëèëî ïðåäñòàâèòü ïëîòíîñòü ãðàâèòàöèîí-

íîãî ãàìèëüòîíèàíà â âèäå ïîëèíîìà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ïî êàíîíè÷å-

ñêèì ïåðåìåííûì. Íàøå èçëîæåíèå ñëåäóåò, â îñíîâíîì, ðàáîòå [112].

Ïðåîáðàçîâàíèå Àøòåêàðà àíàëîãè÷íî êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèÿì

êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè âèäà

qA → qA, pA → pA +
∂F (q)

∂qA
. (6.12)
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Â äàííîì ñëó÷àå âìåñòî ïîðîæäàþùåé ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè F (q)

èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèîíàë

F = F
[
Ẽia
]

=

∫
Ω

ẼiaΓai d
3x, (6.13)

ãäå

Γai =
1

2
εabcEjcE

jb
|i. (6.14)

à âìåñòî ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî êîîðäèíàòå � âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîä-

íàÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà
δF

δẼia
= Γai . (6.15)

Åñëè íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû, òî òàêîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå áóäåò êàíîíè÷åñêèì. Àøòåêàðîì îäíîâðåìåííî ââîäèòñÿ êîì-

ïëåêñíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ, òàê ÷òî íîâîé ïåðåìåííîé ñëóæèò ñâÿçíîñòü

Aai = iKa
i + Γai , (6.16)

ïðè÷åì {
Ẽia(x), Abj(y)

}
=
i

2
δijδ

abδ(x, y), (6.17){
Ẽia(x), Ẽjb(y)

}
= 0,

{
Aai (x), Abj(y)

}
= 0. (6.18)

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â ãàìèëüòîíèàíå ïðèâîäèò, ñ òî÷íîñòüþ äî ïî-

âåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ, ê àíàëèçó êîòîðûõ ìû ïåðåéäåì íèæå, ê âûðàæå-

íèþ

H =

∫
Ω

(
N εabcẼiaẼjbF c

ij +N i2iẼjaF a
ij + ξ̂a2DiẼia

)
d3x. (6.19)

Çäåñü

DiẼia ≡ iεabcJ bc ≡ iεabcEibEjcMij, (6.20)

à íîâàÿ êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Di îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Diλka = λka|i + εabcAbiλ
kc. (6.21)

Êðèâèçíà ñâÿçíîñòè Aa
i îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(DiDj −DjDi)λa = εabcF b
ijλ

c, (6.22)

òàê ÷òî,

F a
ij = ∂iA

a
j − ∂jAai + εabcAbiA

c
j. (6.23)
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Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé ðàáîòå, êàê è â [36], ñâÿçè è ãàìèëüòîíèàí îòëè÷àþò-

ñÿ ìíîæèòåëåì 2, à ñêîáêà Ïóàññîíà � ìíîæèòåëåì 1/2 îò ïðèâåäåííûõ

â ïóáëèêàöèÿõ [107, 108, 109]. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðè ýòîì ñîâïàäà-

þò. Ìû ïðåäïî÷èòàåì ïîëüçîâàòüñÿ äàííûìè îáîçíà÷åíèÿìè, ïîñêîëüêó

òîãäà ëàãðàíæåâ ìíîæèòåëü N i ñîâïàäàåò ñ ìíîæèòåëåì ÀÄÌ ôîðìà-

ëèçìà, à N = E−1N .

Ïðèâåäåì äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ÀÄÌ ôîðìàëèçìîì

{H(x),H(y)} =
(
γik(x)Hk(x) + γik(y)Hk(y)

)
δ,i(x, y),

{Hi(x),Hk(y)} = Hi(y)δ,k(x, y) +Hk(x)δ,i(x, y),

{Hi(x),H(y)} = H(x)δ,i(x, y). (6.24)

àëãåáðó äëÿ ãåíåðàòîðîâ (6.19):

{H(N , N i, ξ̂a), H(M,M j, η̂b)} = H(L, Lk, λ̂c), (6.25)

L = NkM,k −MNk
,k −MkN,k +NMk

,k, (6.26)

Lk = ẼkaẼja (NM,j −MN,j) +N jMk
,j −M jNk

,j, (6.27)

λ̂c = iεcabξ̂aη̂b +
i

2
F c
jk(N

jMk −M jNk) + εcabF a
jkẼ

kbN jM. (6.28)

6.3 Íåêîììóòàòèâíîñòü âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ

Â äàëüíåéøåì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîâåðõíîñòíûå

÷ëåíû èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

ïðåîáðàçîâàíèå Àøòåêàðà îòëè÷íî îò êàíîíè÷åñêîãî, à èìåííî{
Aai (x), Abj(y)

}
6= 0. (6.29)

Åñëè â ìåõàíèêå ñîîòíîøåíèå

∂2F (q)

∂qA∂qB
=

∂2F (q)

∂qB∂qA
, (6.30)

ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì, òî â òåîðèè ïîëÿ ïî îòíîøåíèþ ê àíàëîãè÷íîìó

ðàâåíñòâó
δ2F [φ]

δφA(x)δφB(y)
=

δ2F [φ]

δφB(y)δφA(x)
(6.31)
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óòâåðæäàòü ýòî óæå íåëüçÿ, â îáùåì ñëó÷àå ïîñëåäíåå íå âûïîëíÿåòñÿ

èç-çà ïðèñóòñòâèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè

F [φ] (ìû äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ïåðâûõ ïðî-

èçâîäíûõ),

F [φ] =

∫
V

f

(
φC(zi),

∂φC(zi)

∂zj

)
dnz. (6.32)

Êîîðäèíàòíî-èíâàðèàíòíûé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ñâÿçíîé, êîíå÷íîé èëè

áåñêîíå÷íîé, îáëàñòè V ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂V , çäåñü A,B,C � íåêèå

àáñòðàêòíûå èíäåêñû. Íàøå óòâåðæäåíèå ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåîïðåäå-

ëåííûì (èëè íåâåðíûì), åñëè ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âû÷èñëåíèé δ-ôóíêöèåé,

ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â íåàäåêâàòíîñòè òàêîãî ôîðìàëèçìà. Íèæå

ìû ðàññìîòðèì ýòî ïîäðîáíåå. Îäíàêî ïðîùå ðåøèòü çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ

ñãëàæåííûõ ïðîèçâîäíûõ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà, îïðåäåëåííûõ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: ∫
V

NA(x)
δF (φ)

δφA(x)
dnx =

∫
V

NA(x)

(
∂f

∂φA
− ∂

∂xi
∂f

∂φA,i

)
dnx, (6.33)

ãäå NA(x) � ïðîèçâîëüíûå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ñ

òðàíñôîðìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè, ñîõðàíÿþùèìè êîîðäèíàòíóþ èíâà-

ðèàíòíîñòü èíòåãðàëà. Òîãäà ìîæíî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

ñîîòíîøåíèå∫
V

dnx

∫
V

dnyNA(x)MB(y)

[
δ2

δφB(y)δφA(x)
− δ2

δφA(x)δφB(y)

]
F [φ] = (6.34)

=

∮
∂V

(NAMB −NBMA)
∂2f

∂φ[B∂φ
A]
,j

dSj +

∮
∂V

(NBMA
,i −MBNA

,i )
∂2f

∂φB,j∂φ
A
,i

dSj,

ãäå ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû áåðóòñÿ ïî ãðàíèöå ∂V , êâàäðàòíûå ñêîáêè

îáîçíà÷àþò àíòèñèììåòðèçàöèþ, à çàïÿòàÿ � ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî

ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòå.

Òåïåðü ïðîñëåäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé, âåäóùèõ ê ïå-

ðåìåííûì Àøòåêàðà. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà òåòðàäíîãî ãàìèëüòîíîâà

ôîðìàëèçìà ãðàâèòàöèè âî âðåìåíí�îé êàëèáðîâêå èìååò âèä

Ω =

∫
δEa

i (x) ∧ δπia(x)d3x, (6.35)
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ãäå â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ, a, b, c, ... � òðèàäíûå èíäåêñû; i, j, k, ... �

ïðîñòðàíñòâåííûå. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [112], ýòè ïåðåìåííûå

ñíà÷àëà ñëåäóåò çàìåíèòü íà

∼
Eia = EEia, Ka

i (x) = KijE
ja + E−1JabEib, (6.36)

ãäå Eia � îáðàòíàÿ ìàòðèöà äëÿ Ea
i , E = det(Ea

i ), Kij � âòîðàÿ ôóíäà-

ìåíòàëüíàÿ ôîðìà ãèïåðïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîãî âðåìåíè è Jab � øåñòü

ñâÿçåé, ãåíåðèðóþùèõ âðàùåíèÿ òðèàä. Òîãäà ïîëó÷àåì

{
∼
Eia(x), Kb

j (y)} =
1

2
δijδ

abδ(x, y), {Ka
i (x), Kb

j (y)} = 0. (6.37)

Ïîñëåäíèì øàãîì ê ïåðåìåííûì Àøòåêàðà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåîá-

ðàçîâàíèå:

∼
Eia(x) →

∼
Eia(x),

Ka
i (x) →

±
Aai (x) = ±iKa

i (x) +
δ

δ
∼
Eia(x)

F [
∼
E], (6.38)

ãäå ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü
+
Aa
i (x) èëè

−
Aa
i (x) â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé,

ñîïðÿæåííîé ê
∼
Eia,

F [
∼
E] =

∫
∼
Ejb(y)Γbj(y)d3y, Γai (x) =

1

2
εabc(Ejc∂iE

jb + ΓkijE
jbEkc), (6.39)

Γkij � ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ è

δF [
∼
E]

δ
∼
Eia(x)

= Γai (x), (6.40)

ïîñêîëüêó ÷ëåíû ñ δΓai ÿâëÿþòñÿ äèâåðãåíöèÿìè è íå äàþò âêëàäà â

ôóíêöèîíàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ. Ñêîáêà Ïóàññîíà

{
∫
V

N ia(x)±Aai (x)d3x,

∫
V

M jb(y)±Abj(y)d3y} = (6.41)

= ± i
2

∫
V

d3x

∫
V

d3yN ia(x)M jb(y)

[
δ

δ
∼
Ejb(y)

δ

δ
∼
Eia(x)

− δ

δ
∼
Eia(x)

δ

δ
∼
Ejb(y)

]
F [
∼
E],
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ñîãëàñíî (6.34) ÿâëÿåòñÿ îòëè÷íîé îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî ñêîáêè Ïóàñ-

ñîíà â ôîðìàëèçìå Àøòåêàðà äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëîé:

{H1, H2} =

∫
V

d3x

∫
V

d3y[

 δH1

δ
∼
Eia(x)

δH2

δ±Abj(y)
− δH2

δ
∼
Eia(x)

δH1

δ±Abj(y)

× (6.42)

×{
∼
Eia(x),

±
Abj(y)} +

δH1

δ±Aai (x)

δH2

δ±Abj(y)
{
±
Aai (x),

±
Abj(y)} ],

èëè

{H1, H2} = ± i
2

∫
V

[
δH1

δ
∼
Eia

δH2

δ±Aai

− δH2

δ
∼
Eia

δH1

δ±Aai

]
d3x± (6.43)

± i
4

∮
∂V

εacdE−1(δkj δ
bdEic − EibEjcEkd)

[
δH1

δ±Aai

δH2

δ±Abj
− δH2

δ±Aai

δH1

δ±Abj

]
dSk,

è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà èìååò âèä

Ω = ±2i

∫
V

δ
±
Aai ∧ δ

∼
Eiad3x± (6.44)

±4i

∮
∂V

εacdE−1(δkj δ
bdEic − EibEjcEkd)δ

∼
Eia ∧ δ

∼
EjbdSk.

Ðàññìîòðåííàÿ âûøå íåêîììóòàòèâíîñòü âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ ìî-

æåò èìåòü áîëåå øèðîêèé êðóã ïðèëîæåíèé è ïðîëèòü íîâûé ñâåò íà

ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëåé ïðè ðåäóêöèè â êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèÿõ.

6.4 Ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû è δ-ôóíêöèÿ

Òåïåðü ñäåëàåì îáåùàííûå çàìå÷àíèÿ î íåàäåêâàòíîñòè îáû÷íîãî ïðèìå-

íåíèÿ δ-ôóíêöèé ê ïðîáëåìå âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ â êàíî-

íè÷åñêèõ ñêîáêàõ Ïóàññîíà. Åñëè ñíà÷àëà âû÷èñëÿþòñÿ ñêîáêè ëîêàëü-

íûõ ïîäèíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé, òî ÷òîáû ïîëó÷èòü èç íèõ ðåçóëüòàòû

â âèäå îäíîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ, ò.å. ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ, íåîáõî-

äèìî óìåòü ñ÷èòàòü äâîéíûå èíòåãðàëû, ïîäîáíûå ñëåäóþùåìó,∫
V

dnx

∫
V

dnyφ(x)ψ(y)
∂(k)

∂xi1 ...∂xik
∂(l)

∂yj1 ...∂yjl
δ(x− y). (6.45)
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Íî â ñòàíäàðòíîé òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé [94] òàêèå èíòåãðàëû

îïðåäåëåíû òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî íîñèòåëü ãëàäêèõ (C∞) ïðîáíûõ

ôóíêöèé φ, ψ ðàñïîëîæåí ñòðîãî âíóòðè îáëàñòè V , ò.å. íå ìîæåò ïî-

ÿâèòüñÿ íèêàêèõ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ. Èíà÷å ïîâåðõíîñòíûå ÷ëå-

íû, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè îáû÷íûõ ôîðìàëüíûõ ìàíèïóëÿöèÿõ ñ δ-

ôóíêöèÿìè, íåîäíîçíà÷íû è çàâèñÿò îò ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Íåòðóä-

íî óáåäèòüñÿ, ÷òî îòâåò áóäåò åäèíñòâåííûì, ïðè÷åì èìåííî òåì, êîòî-

ðûé âîçíèêàåò ïðè íåïîñðåäñòâåííîì èíòåãðèðîâàíèè ýéëåðîâûõ ïðîèç-

âîäíûõ ïî ñòàíäàðòíîé ôîðìóëå:

F,G =

∫
V

(
δF

δqA(x)

δG

δpA(x)
− δG

δqA(x)

δF

δpA(x)

)
dnx, (6.46)

åñëè ìû îïðåäåëèì (ñëåãêà âûõîäÿ ïðè ýòîì çà ðàìêè ñòàíäàðòíîé òåî-

ðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé, íî îòíþäü íå ïðåòåíäóÿ íà òî, ÷òîáû ïðåäëî-

æèòü âçàìåí íîâóþ òåîðèþ) èíòåãðàë (6.45) êàê

(−1)k+l

∫
V

∂(k)φ

∂xi1 ...∂xik
∂(l)ψ

∂xj1 ...∂xjl
dnx. (6.47)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèçâîäíàÿ îò δ-ôóíêöèè, âçÿòàÿ ïî îäíîìó àðãó-

ìåíòó, äîëæíà ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì ïåðåíîñèòüñÿ íà ïðîáíóþ

ôóíêöèþ ïî òîìó æå ñàìîìó àðãóìåíòó. Èòàê ìû âèäèì, ÷òî íåîäíîçíà÷-

íîñòü â ëîêàëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ âîçíèêàåò èç-çà íåîïðàâäàííîãî èñïîëü-

çîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (
∂

∂xi
+

∂

∂yi

)
δ(x, y) = 0. (6.48)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû â ñêîáêàõ Ïóàññîíà

áóäóò ñîâïàäàòü ñ òåìè, ÷òî áûëè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ýéëåðîâûõ ïðî-

èçâîäíûõ èç (6.46), åñëè âìåñòî (6.48) ïðèìåíÿòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:(
∂

∂xi
+

∂

∂yi

)
δ(x, y) = −δi(Sx)δ(x, y), (6.49)

ãäå ïîâåðõíîñòíàÿ δ-ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ, àíàëîãè÷íî [94], êàê∫
V

f i(x)δi(Sx)d
nx =

∮
∂V

f i(x)dSi ≡
∫
V

f i,i(x)dnx, (6.50)
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è f i(x) äîëæíî áûòü âåêòîðíîé ïëîòíîñòüþ, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðó-

åìîé (C∞) â n-ìåðíîé îáëàñòè V âìåñòå ñ åå ãðàíèöåé ∂V . Âñå îáû÷íûå

ôîðìóëû äëÿ δ-ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå áåðóòñÿ òîëüêî ïî

îäíîìó èç äâóõ åå àðãóìåíòîâ, îñòàþòñÿ â ñèëå. Äèôôåðåíöèðóÿ (6.49)

ìû ìîæåì âûâåñòè ïîëåçíûå ôîðìóëû äëÿ ñìåøàííûõ âòîðûõ è òðåòüèõ

ïðîèçâîäíûõ:
∂2

∂xi∂yj
δ(x, y) = − ∂2

∂xi∂xj
δ(x, y)− δj(Sy)

∂

∂xi
δ(x, y) =

= − ∂2

∂yi∂yj
δ(x, y)− δi(Sx)

∂

∂yj
δ(x, y), (6.51)

∂3

∂xi∂xj∂yk
δ(x, y) = − ∂3

∂xi∂xj∂xk
δ(x, y)− δk(Sy)

∂2

∂xi∂xj
δ(x, y) (6.52)

Ôàêòè÷åñêè, ýòèõ ïðàâèë â îáû÷íûõ ñèòóàöèÿõ äîñòàòî÷íî äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ â ñêîáêàõ Ïóàññîíà, íàïðèìåð, â ìåò-

ðè÷åñêîì ãàìèëüòîíîâîì ôîðìàëèçìå ÎÒÎ, ãäå îòâåò (1.6) áûë ïîëó÷åí

â ãëàâå 1.

Ïðèâåäåííûå â ýòîì ïàðàãðàôå ôîðìóëû áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [36]

íà îñíîâå ñòàíäàðòíîãî îïðåäåëåíèÿ ñêîáêè Ïóàññîíà (6.46). Èçìåíåíèå

îïðåäåëåíèÿ ñêîáêè Ïóàññîíà, ñäåëàííîå â ãëàâå 3, àâòîìàòè÷åñêè âëå-

÷åò çà ñîáîé è èçìåíåíèå ôîðìóë äëÿ ïðîèçâîäíûõ δ-ôóíêöèè, íîâûå

ôîðìóëû ïðèâåäåíû â ãëàâå 4. Â ÷àñòíîñòè çíàê â ñîîòíîøåíèè (6.49)

îêàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì.

6.5 Ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû â ÀÄÌ ôîðìàëèçìå

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âû÷èñëåíèÿ íîâîé ñêîáêè Ïóàññîíà, ââåäåííîé â ãëà-

âå 3, ïî ôîðìóëå

{F,G} =

∫
Tr
(
f ′AÎABg

′
B

)
dnx, (6.53)

ðàññìîòðèì ñêîáêó äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, èçâåñòíûõ êàê ãåíåðàòîðû ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ äèôôåîìîðôèçìîâ â àñèìïòîòè÷åñêè-ïëîñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå-âðåìåíè,{
H(N i), H(M j)

}
=

∫
Ω

Tr
(
h′γij

(N i)h′πij (M j)− h′γij
(M j)h′πij (N i)

)
d3x, (6.54)
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ãäå

H(N i) =

∫
Ω

N iHid
3x+

∮
∂Ω

2πjiN
idSj ≡

∫
πij(Ni|j +Nj|i)d

3x. (6.55)

Âàðèàöèÿ òàêîãî ôóíêöèîíàëà èìååò âèä

δH =

∫ (
(Ni|j +Nj|i)δπ

ij + 2πijδ(γik(N
k
,j + ΓkjmN

m))
)
d3x. (6.56)

Âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíîé ôîðìóëîé

δΓkjm =
1

2
γkn

(
δγnj|m + δγnm|j − δγjm|n

)
, (6.57)

íàõîäèì

δH(N i) =

∫
Ω

(
(Ni|j +Nj|i)δπ

ij + (πikN j
|k + πkjN i

|k)δγij +Nkπij(δγij)|k

)
d3x, (6.58)

îòêóäà âèäíî, ÷òî ïðîèçâîäíûå Ôðåøå ïî êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì

îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

h′πij (N i) = Ni|j +Nj|i, (6.59)

h′γij
(N i) = πikN j

|k + πkjN i
|k +Nkπij∇k, (6.60)

ãäå ∇k îáîçíà÷àåò òó æå êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ, ñîãëàñîâàííóþ ñ

ìåòðèêîé γij, ÷òî è âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòà. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ïðîèç-

âîäíàÿ Ôðåøå ïî èìïóëüñàì îò ãåíåðàòîðà (6.55) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé,

à ïðîèçâîäíàÿ ïî ìåòðèêå � äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì. Â îòëè-

÷èå îò âû÷èñëåíèé, ïðîâîäèìûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé Ýéëåðà-

Ëàãðàíæà, çäåñü íåò íåîáõîäèìîñòè èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì.

Âû÷èñëèì ñëåä

Tr
(
h′γij

(N i)h′πij (M j)
)

=
(
πikN j

|k + πkjN i
|k +Nkπij∇k

)
(Mi|j +Mj|i). (6.61)

Ñèììåòðè÷íûå ïî N,M ÷ëåíû íå äàäóò âêëàäà â ñêîáêó Ïóàññîíà, è

ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ïîëó÷àåì

{
H(N i), H(M j)

}
=

∫
Ω

2πij
(
(Nk

|jMi|k −Mk
|jNi|k) + (NkMi|jk −MkNi|jk)

)
d3x. (6.62)
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Äàëåå, èçìåíèì ïîðÿäîê âòîðûõ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñîãëàñíî

ñîîòíîøåíèþ

Mi|jk = Mi|kj +RmijkM
m, (6.63)

òîãäà âêëàä

2πijRmijk

(
NkMm −MkNm

)
(6.64)

îáðàùàåòñÿ â íóëü, â ñèëó ñâîéñòâ ñèììåòðèè òåíçîðà Ðèìàíà, ñëåäîâà-

òåëüíî{
H(N i), H(M j)

}
=

∫
Ω

2πij
(
NkMi|k −MkNi|k

)
|jd

3x = H([N,M ]k). (6.65)

Ìû âèäèì, ÷òî ãåíåðàòîðû H(N i) ðåàëèçóþò ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû

äèôôåîìîðôèçìîâ 3-ìåðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ïðè ýòîì ìû íå çàäàâà-

ëè êàêèõ-ëèáî ñïåöèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ò.å. ïðè îáû÷íîì ïîäõî-

äå ýòè ãåíåðàòîðû íå ÿâëÿþòñÿ �äèôôåðåíöèðóåìûìè� ôóíêöèîíàëàìè.

Ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, ýòî îçíà÷àåò ëèøü òî, ÷òî ñòàíäàðòíîé ôîðìóëîé

äëÿ ñêîáêè Ïóàññîíà íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ â îáùåì ñëó÷àå. Åñëè ïîïû-

òàòüñÿ ôîðìàëüíî âû÷èñëèòü òó æå ñàìóþ ñêîáêó ïðèìåíÿÿ îáû÷íóþ

ôîðìóëó

{F,G} =

∫
Ω

δF

δφA
ÎAB

δG

δφB
dnx, (6.66)

òî ðåçóëüòàò áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò íàøåãî îòâåòà ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðà-

ëîì

∆
{
H(N i), H(M j)

}
= −

∮
∂Ω

πij
(
Nk(Mi|j +Mj|i)−Mk(Ni|j +Nj|i)

)
dSk. (6.67)

Åñòåñòâåííî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå òîæäåñòâî ßêîáè äëÿ ñêîáêè (6.66)

òàêæå íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ.{
{H(N i), H(M j)}, H(Lk)

}
+
{
{H(Li), H(N j)}, H(Mk)

}
+

+
{
{H(M i), H(Lj)}, H(Nk)

}
6= 0.

Óñëîâèåì âûïîëíåíèÿ òîæäåñòâà ßêîáè äëÿ ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññî-

íà áóäåò çäåñü òðåáîâàíèå, ÷òîáû N i,M j, Lk áûëè âåêòîðàìè Êèëëèíãà

ìåòðèêè γij íà ãðàíèöå ∂Ω èëè ÷òîáû îíè áûëè êàñàòåëüíûìè ê ãðàíèöå.
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Î÷åâèäíî, â ïåðâîì ñëó÷àå íîâàÿ è ñòàðàÿ ôîðìóëû äàäóò îäèí è òîò

æå ðåçóëüòàò, õîòÿ ôóíêöèîíàëû H(N i), H(M j) è îñòàíóòñÿ �íåäèôôå-

ðåíöèðóåìûìè�

δH =

∫
Ω

(
E0
γij

(h)δγij + E0
πij (h)δπij

)
d3x+

∮
∂Ω

NkπijδγijdSk. (6.68)

Ýòîò ôàêò âíîâü ñâèäåòåëüñòâóåò â ïîëüçó ïåðåñìîòðà ñòàíäàðòíîãî îïðå-

äåëåíèÿ ñêîáêè Ïóàññîíà.

6.6 Ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû â ôîðìàëèçìå Àøòåêàðà

Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ïåðåõîä îò ïåðåìåííûõ ÀÄÌ ê ïåðåìåííûì

Àøòåêàðà íå äîëæåí ñóùåñòâåííî ïîâëèÿòü íà àëãåáðó ãåíåðàòîðîâ ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ äèôôåîìîðôèçìîâ (6.65). Îäíàêî, èìåþòñÿ ïî ìåíüøåé

ìåðå äâå îñîáåííîñòè ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå íàì õîòåëîñü áû

îáñóäèòü ïîäðîáíåå.

Âî-ïåðâûõ, âûøå óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî ïåðåõîä ê òðèàäàì ñîõðàíÿåò

ïðåæíèå ñêîáêè Ïóàññîíà ëèøü íà ïîâåðõíîñòè ñâÿçåé Mij = 0, à ñëå-

äîâàòåëüíî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëíóþ (o�-shell) ñòðóêòóðó ïóàññîíîâîé

àëãåáðû, íåîáõîäèìî ïðîäåëàòü äîïîëíèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ.

Âî-âòîðûõ, êàê òàêæå óïîìèíàëîñü ðàíåå, ïðåîáðàçîâàíèå Àøòåêàðà

êàíîíè÷íî ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ è âàæíî ïîíÿòü,

êàêóþ ðîëü â àëãåáðå èãðàåò íåêàíîíè÷åñêèé âêëàä.

Ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò î ïðèìåíåíèè íîâîé ôîðìóëû äëÿ ñêîáêè Ïóàñ-

ñîíà, ìû ñ÷èòàåì îïðàâäàííûì ïîäðîáíîå èçëîæåíèå òåõíè÷åñêèõ äåòà-

ëåé ðàñ÷åòîâ.

Èòàê, íà÷íåì ñ ïðîâåðêè òîãî, êàê èçìåíèòñÿ ñîîòíîøåíèå

{
H(N i), H(M j)

}
= H

(
[N,M ]k

)
, (6.69)
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ãäå

[N,M ]k = N iMk
,i −M iNk

,i. (6.70)

(6.69) ïðè ïåðåõîäå ê òðèàäàì. Ïîñêîëüêó

{
πij(x), πkl(y)

}
= CijklmnMmnδ(x, y), (6.71)

ãäå

Cijklmn =
1

4

(
γikδjlmn + γilδjkmn + γjkδilmn + γjlδikmn

)
, (6.72)

òî âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíûé âêëàä â íàéäåííóþ ðàíåå ñêîáêó, êîòîðûé

îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ïîâåðõíîñòè ñâÿçåéMmn = 0,

∆
{
H(N i), H(M j)

}
=

∫
Ω

Tr
(
h′πij (N i)CijklmnMmnh′πkl(M

j)
)
d3x =

=

∫
Ω

(Ni|j +Nj|i)CijklmnMmn(Mk|l +Ml|k)d
3x =

=

∫
Ω

(Nk
|m +N |k

m )(Mk|n +Mn|k)Mmnd3x. (6.73)

Ýòà äîáàâêà ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íóëü è âíå ïîâåðõíîñòè ñâÿçåé, åñëè

õîòÿ áû îäíî èç âåêòîðíûõ ïîëåéN i(x), M j(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

Êèëëèíãà, ò.å. ñîõðàíÿåò ìåòðèêó γij(x) â îáëàñòè Ω.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîáêè íåïîñðåäñòâåííî â íîâûõ ïåðåìåííûõ, íàïðè-

ìåð â ïåðåìåííûõ
(
Ea
i , π

i
a

)
, íå âñåãäà íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ÿâíûå

âûðàæåíèÿ ãåíåðàòîðîâ ÷åðåç ýòè ïåðåìåííûå. ×àñòî äîñòàòî÷íî áûâàåò

âûðàçèòü âàðèàöèè ñòàðûõ ïîëåé ÷åðåç íîâûå

δγij = Ea
i δE

a
j + Ea

j δE
a
i , (6.74)

δπij =
1

4

(
Eiaδπja + πjaδEia + Ejaδπia + πiaδEja

)
. (6.75)

Òîãäà

δH =

∫
Ω

(
h′γij

δγij + h′πij
δπij

)
d3x =

∫
Ω

(
h̃′Eia

δEia + h̃′πiaδπia
)
d3x =

=

∫
Ω

(
h′γkj

(γkj)
′
Eia
δEia + h′πkj

(πkj)′Eia
δEia + h′πkj

(πkj)′πiaδπia
)
d3x, (6.76)
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îòêóäà íàõîäèì

h̃′πia(N i) = h′πij
(N i)

1

2
Eja =

1

2
(Ni|j +Nj|i)E

ja,

h̃′Eia
(N i) = h′γij

(N i)2Eja + h′πkl(N
i)

(
−1

2

)
πkbEibEla =

=
(
πikN l

|k + πklN i
|k +Nkπil∇k

)
2Ela −

1

2
(Nk|l +Nl|k)π

kbEibEla. (6.77)

Ïðè ýòîì

Tr
(
h̃′Eia

(N i)h̃′πia(M j)
)

=
(
πikN l

|k + πklN i
|k +Nkπil∇k

)
(Mi|l +Ml|i)−

− 1

4
πkbEib(N

|j
k +N j

|k)(Mi|j +Mj|i). (6.78)

Òàêèì îáðàçîì,

{
H(N i), H(M j)

}
=

∫
Ω

Tr
(
h̃′Eia

(N i)h̃′πia(M j)− h̃′Eia
(M i)h̃′πia(N j)

)
d3x =

= H([N,M ]k) +

∫
Ω

(Nk
|m +N |k

m )(Mk|n +Mn|k)Mmnd3x, (6.79)

êàê ñëåäîâàëî îæèäàòü, îòâåò íå èçìåíèëñÿ ïðè ýòîé çàìåíå ïåðåìåííûõ

ïî ñðàâíåíèþ ñ äåôîðìèðîâàííîé, ñîãëàñíî (6.71), (6.65), ñêîáêîé ÀÄÌ

(6.73).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ðàññìîòðèì ïåðåõîä ê
(
Ẽia, Ka

i

)
. Äëÿ ýòîãî

âîñïîëüçóåìñÿ (6.9) è ëåãêî ïðîâåðÿåìûì ñîîòíîøåíèåì

πia = 2E
(
EiaEjb − EibEja

)
Kb
j , (6.80)

òîãäà ïîëó÷àåì

δEia =
1

2E
(EiaEjb − 2EjaEib)δẼ

jb,

δπia = 2E(EiaEjb − EibEja)δKb
j +

(
2(Kb

jE
ia +Kc

kE
kcδijδ

ab −Kc
jE

icδab −

− Kb
kE

kaδij) +Kc
kEjb(E

icEka − EkcEia)

)
δẼjb. (6.81)

Âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùèì, òàêæå ïîäòâåðæäàþò, ÷òî ðå-

çóëüòàò íå ìåíÿåòñÿ ïðè âûáîðå íîâûõ ïåðåìåííûõ.
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Îòìåòèì, ÷òî äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè àëãåáðàè÷åñêèå, ò.å. íå

ñîäåðæàùèå çàâèñèìîñòè îò ïðîèçâîäíûõ ïîëåé, ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðè

ïåðåõîäå ê ïåðåìåííûì Àøòåêàðà

Ẽia → Ẽia, Ka
i → Aai = iKa

i + Γai , (6.82)

ýòî ñâîéñòâî óæå íå èìååò ìåñòà, èáî

Γai =
1

2
εabcẼjcẼ

jb
|i, (6.83)

ãäå Ẽjc � îáðàòíàÿ ê Ẽib ìàòðèöà. Âûðàçèâ âàðèàöèè ñòàðûõ ïåðåìåííûõ

÷åðåç íîâûå, ïîëó÷àåì

δKa
i = −iδAai + i(Γai )

′
ẼjbδẼ

jb, (6.84)

è, òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôóíêöèîíàëà

δF =

∫
Ω

(
f ′
ẼiaδẼ

ia + f ′Ka
i
δKa

i

)
d3x =

∫
Ω

(
f̃ ′
ẼiaδẼ

ia + f̃ ′Aa
i
δAai

)
d3x, (6.85)

ãäå

f̃ ′
Ẽia = f ′

Ẽia + f ′Kb
j

(
Γbj
)′
Ẽia , (6.86)

f̃ ′Aa
i

= −if ′Ka
i
. (6.87)

Åñëè áû ýòî ïðåîáðàçîâàíèå áûëî êàíîíè÷åñêèì (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíî-

æèòåëÿ i), òî ñêîáêà Ïóàññîíà â íîâûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿëàñü áû ïî

ôîðìóëå

{F,G} =
i

2

∫
Ω

Tr
(
f̃ ′
Ẽia g̃

′
Aa

i
− f̃ ′Aa

i
g̃′
Ẽia

)
d3x =

=
1

2

∫
Ω

Tr
(
f ′
Ẽiag

′
Ka

i
− f ′Ka

i
g′
Ẽia

)
d3x+

1

2

∫
Ω

(
f ′Kb

j
(Γbj)

′
Ẽiag

′
Ka

i
− f ′Ka

i
g′Kb

j
(Γbj)

′
Ẽia

)
d3x. (6.88)

Íî â òàêîì ñëó÷àå èíâàðèàíòíîñòü ñêîáêè áûëà áû íàðóøåíà

∆1{F,G} =

∫
Ω

Tr
(
f ′Ka

i
Ĉaibjg

′
Kb

j

)
d3x, (6.89)

ãäå

Ĉaibj =
1

2

(
(Γai )

′
Ẽjb −

[
(Γbj)

′
Ẽia

]∗)
. (6.90)
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Ìû âèäèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î êàíîíè÷íîñòè ïåðåìåííûõ Àøòåêàðà

âåäåò ê íåèíâàðèàíòíîñòè ñêîáêè Ïóàññîíà. Íî ðàíåå, â ïàðàãðàôå 3 äàí-

íîé ãëàâû, áûëî ïîêàçàíî, åùå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîé ôîðìóëû

(6.66), ÷òî {
Aai (x), Abj(y)

}
= iĈaibj(x)δ(x, y) 6= 0, (6.91)

à èìåííî,

{
Aai (x), Abj(y)

}
= i
{

Γai (x), Kb
j (y)

}
+ i
{
Ka
i (x),Γbj(y)

}
=
i

2

((
Γai (x)

)′
Ẽjb−

−
(
Γbj(y)

)′
Ẽia

)
δ(x, y) =

i

2

((
Γai (x)

)′
Ẽjb −

[(
Γbj(x)

)′
Ẽja

]∗)
δ(x, y). (6.92)

Åñëè íå ó÷èòûâàòü ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ, òî ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îò

ïðîèçâîäíîé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îïåðàòîðîì [79],

ñëåäîâàòåëüíî, çäåñü ìû ïîëó÷àåì ÷èñòî ïîâåðõíîñòíûé âêëàä. Èç-çà

íåêàíîíè÷íîñòè ïåðåìåííûõ Àøòåêàðà âîçíèêàåò, òàêèì îáðàçîì, âòî-

ðàÿ ïîïðàâêà

∆2{F,G} =

∫
Ω

Tr
(
f̃ ′Aa

i
Ĉaibj g̃

′
Ab

j

)
d3x = −

∫
Ω

Tr
(
f ′Ka

i
Ĉaibjg

′
Kb

j

)
d3x, (6.93)

êîòîðàÿ êîìïåíñèðóåò ïåðâóþ. Íîâàÿ ôîðìóëà äëÿ ñêîáêè Ïóàññîíà ÿâ-

ëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïðè çàìåíå
(
Ẽia, Ka

i

)
→
(
Ẽia, Aa

i

)
, íå èñêëþ÷àÿ

èíâàðèàíòíîñòè è äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ âêëàäîâ.

Èíâàðèàíòíîñòü ñêîáêè ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèé àë-

ãåáðû ãåíåðàòîðîâ ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. ßâíûå âû÷èñëåíèÿ, èñõîäÿ-

ùèå èç çàïèñè ãåíåðàòîðîâ â ôîðìàëèçìå Àøòåêàðà, çíà÷èòåëüíî áîëåå

òðóäîåìêè, ÷åì ðàññìîòðåííûå âûøå. Ïðèâåäåì äëÿ ñðàâíåíèÿ ÿâíîå âû-

ðàæåíèå ãåíåðàòîðà H(N i) â ïåðåìåííûõ Àøòåêàðà, íàèáîëåå êðàòêèé

âûâîä êîòîðîãî äàí â ðàáîòå [117]

H(N i) = 2i

∫
Ω

NkẼiaF a
kid

3x− 2i

∮
∂Ω

(
Aai − Γai

)(
ẼiaNk − ẼkaN i

)
dSk −

− 2i

∫
Ω

(
N iAci −

1

2
εabcẼib

(
Ẽia
|kN

k − ẼkaN i
|k
))
DjẼjcd3x. (6.94)
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âû÷èñëåíèé, ïðîâîäèìûõ íåïîñðåäñòâåííî â ïåðå-

ìåííûõ Àøòåêàðà, ðàññìîòðèì ñêîáêó ãåíåðàòîðîâ êîìïëåêñíûõ âðàùå-

íèé òðèàä. Âàðèàöèÿ ãåíåðàòîðà èìååò âèä

δH(ξ̂a) = δ

∫
Ω

ξ̂a2DiẼiad3x =

∫
Ω

(
h′
Ẽjc(ξ̂

a)δẼjc + h′Ac
j
(ξ̂a)δAcj

)
d3x, (6.95)

ãäå

h′
Ẽjc(ξ̂

a) = 2ξ̂c∂j + 2ξ̂aεabcAbj, (6.96)

h′Ac
j
(ξ̂a) = −2ξ̂aεabcẼjb. (6.97)

Ñêîáêà Ïóàññîíà äàåòñÿ ôîðìóëîé

{H(ξ̂a), H(η̂b)} =
i

2

∫
Ω

Tr
(
h′
Ẽjc(ξ̂

a)h′Ac
j
(η̂b)− h′Ac

j
(ξ̂a)h′

Ẽjc(η̂
b)
)
d3x+

+ i

∫
Ω

Tr
(
h′Ac

j
(ξ̂a)Ĉcjdkh

′
Ad

k
(η̂b)

)
d3x. (6.98)

Çäåñü íåîáõîäèì ÿâíûé âèä íåêàíîíè÷åñêîé ïîïðàâêè

Ĉaibj = θ,kC
k
aibj = (6.99)

= θ,k
i

4E

(
εacbδkjEic − εbcaδkiEjc − εacdEibEjcEkd + εbcdEjaEicE

kd
)
.

Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

{H(N i), H(M j)} = H
(

[N,M ]k
)

+H(λ̂a), (6.100)

{H(N i), H(ξ̂a)} = 0, (6.101)

{H(ξ̂a), H(η̂b)} = H
(
i(ξ̂ × η̂)

c
)
, (6.102)

ãäå

[N,M ]k = N iMk
,i −M iNk

,i, (ξ̂ × η̂)
c

= εcabξ̂aη̂b, (6.103)

λ̂a = εabcEibEjc
(
Nk
|i +N

|k
i

) (
Mk|j +Mj|k

)
, (6.104)

ãäå ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû ôèêñèðîâàíû, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îñòàþòñÿ

ïîëíîñòüþ ñâîáîäíûìè.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (6.100) áûëî ïðîïóùåíî â àíàëîãè÷-

íîé ôîðìóëå (5.3) ðàáîòû [117], ÷òî âïðî÷åì íåñóùåñòâåííî äëÿ îñíîâ-

íîãî ðåçóëüòàòà. Ïðè÷èíà ýòîé íåòî÷íîñòè â òîì, ÷òî ïåðåõîä îò êàíîíè-

÷åñêèõ ñêîáîê äëÿ ïåðåìåííûõ ÀÄÌ ê äåôîðìèðîâàííûì ñêîáêàì (6.71)
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íå ÿâëÿåòñÿ çàìåíîé ïåðåìåííûõ è ñîõðàíÿåò ñêîáêè Ïóàññîíà ëèøü íà

ïîâåðõíîñòè ñâÿçåéMij = 0.

6.7 Âûâîäû

Âûøå ìû ïîêàçàëè, êàê íîâîå îïðåäåëåíèå ñêîáîê Ïóàññîíà ïîçâîëÿ-

åò èçó÷àòü ïóàññîíîâû àëãåáðû íà áîëåå øèðîêîì, ÷åì îáû÷íî, êëàññå

ôóíêöèîíàëîâ. Çäåñü ìû ñ÷èòàåì äîïóñòèìûìè ïðîèçâîëüíûå ëîêàëü-

íûå ôóíêöèîíàëû, à íå òîëüêî �äèôôåðåíöèðóåìûå�, âàðèàöèÿ êîòîðûõ

íå ñîäåðæèò âêëàäà îò ãðàíèöû. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî íàé-

òè ãåíåðàòîðû, îòëè÷àþùèåñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îò ñâÿçåé ïîâåðõíîñòíûìè

èíòåãðàëàìè, òàêèå, ÷òî èõ àëãåáðà çàìûêàåòñÿ. Íàéäåííûå âûðàæåíèÿ

ãåíåðàòîðîâ âñòðå÷àþòñÿ, íàïðèìåð, ïðè ðàññìîòðåíèè àñèìïòîòè÷åñêè

ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè [117]. Íîâûì ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå îá

èõ ïðèìåíèìîñòè â ãîðàçäî áîëåå îáùåì ñëó÷àå, íåçàâèñèìî îò âûáîðà

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ïåðâîíà÷àëüíàÿ ïîïûòêà àâòîðà äèññåðòàöèè ðàñïðîñòðàíèòü ðåçóëü-

òàòû ãëàâû 1 íà ôîðìàëèçì Àøòåêàðà â ÎÒÎ âûÿâèëà èíòåðåñíóþ îñî-

áåííîñòü: ïåðåìåííûå Àøòåêàðà ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè ëèøü ïî ìîäó-

ëþ ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ. Ýòî âûÿñíèëîñü ïðè àíàëèçå ïîñòðîåíèÿ ýòèõ

ïåðåìåííûõ èç òðàäèöèîííûõ ïåðåìåííûõ ÎÒÎ (ÀÄÌ è òåòðàäíûõ).

Îïåðàòîðû Ýéëåðà-Ëàãðàíæà (ò.å. îïåðàòîðû Ýéëåðà íóëåâîãî ïî-

ðÿäêà) îêàçûâàþòñÿ íåïåðåñòàíîâî÷íûìè, åñëè ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå

äèâåðãåíöèè. Ïåðåñòàíîâî÷íû ëèøü ïîëíûå âàðèàöèè, âêëþ÷àþùèå â

ñåáÿ è âàðèàöèè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ïîëåé. À ïðîèçâîäíûå Ýéëåðà-

Ëàãðàíæà íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè âàðèàöèîííûìè ïðîèçâîäíûìè, îíè ïî-

ëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå îòáðàñûâàíèÿ ãðàíè÷íûõ ÷ëåíîâ, âîçíèêàþùèõ
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ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïîñòàíîâêå âàðèàöè-

îííîé çàäà÷è ñ ôèêñèðîâàííûìè íà êîíöàõ ïåðåìåííûìè.

Â ñâîþ î÷åðåäü, íåêîììóòàòèâíîñòü ïðîèçâîäíûõ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà

âåäåò ê íåâûïîëíåíèþ ñòàíäàðòíûìè ñêîáêàìè Ïóàññîíà òîæäåñòâà ßêî-

áè. Æåëàíèå èñïðàâèòü ïîëîæåíèå ïðèâåëî ê ìîäèôèêàöèè ñêîáêè Ïóàñ-

ñîíà, ðàññìîòðåííîé â ãëàâå 3. Êðîìå òîãî, âûÿñíèëîñü, ÷òî ñòàíäàðòíûå

âû÷èñëåíèÿ ñ δ-ôóíêöèåé òàêæå ïðåíåáðåãàþò ïîâåðõíîñòíûìè ÷ëåíàìè

è äëÿ ñîõðàíåíèÿ ïîñëåäíèõ íåîáõîäèìî ôèêñèðîâàòü èìåþùóþñÿ íåîä-

íîçíà÷íîñòü. Òàêàÿ ôèêñàöèÿ, ñîãëàñîâàííàÿ ñ íîâîé ñêîáêîé Ïóàññîíà,

äàåòñÿ ôîðìóëàìè òèïà (4.10). Ïåðâîíà÷àëüíî àâòîðîì äèññåðòàöèè áû-

ëà ïðåäëîæåíà äðóãàÿ ôîðìóëà (6.49), îòëè÷àþùàÿñÿ îò (4.10) çíàêîì,

ïîñêîëüêó îíà áûëà ñîãëàñîâàíà íå ñ íîâîé ñêîáêîé, à ñî ñòàíäàðòíîé.

Âòîðàÿ ÷àñòü ãëàâû îñíîâàíà íà ðàáîòå [43], ãäå áûëà ïîñòðîåíà çà-

ìêíóòàÿ àëãåáðà ñ ïîâåðõíîñòíûìè ÷ëåíàìè äëÿ ãåíåðàòîðîâ 3-äèôôåîìîðôèçìîâ

è êàëèáðîâî÷íûõ âðàùåíèé òðèàä. Ýòî ïîñòðîåíèå ñïðàâåäëèâî íåçàâè-

ñèìî îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ïîýòîìó ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ â âåñüìà ðàç-

ëè÷íûõ çàäà÷àõ.
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Ãëàâà 7

Âû÷èñëåíèå ýíòðîïèè ÷åðíîé äûðû

èç ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ â ñêîáêàõ

Ïóàññîíà

7.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè èìåþòñÿ êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ, îïèñû-

âàþùèå îáúåêòû, îêðóæåííûå ãîðèçîíòàìè, çà êîòîðûå íå ìîæåò çàãëÿ-

íóòü âíåøíèé íàáëþäàòåëü. Çà ýòèìè îáúåêòàìè çàêðåïèëîñü íàçâàíèå

�÷åðíûå äûðû�. Ïàäåíèå òåëà â ÷åðíóþ äûðó ÿâëÿåòñÿ íåîáðàòèìûì è

îçíà÷àåò ïî÷òè ïîëíóþ ïîòåðþ èíôîðìàöèè î íåì, ïîýòîìó òàêîå ïà-

äåíèå ìîæåò áûòü îïèñàíî êàê óâåëè÷åíèå ýíòðîïèè. Ýíòðîïèÿ ÷åðíîé

äûðû ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè åå ãîðèçîíòà [118].

Êàê îáúÿñíèòü âîçíèêíîâåíèå ýòîé ýíòðîïèè ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòàòè-

ñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, êàêèå ìèêðîñêîïè÷åñêèå ñòåïåíè ñâîáîäû åé ñîîò-

âåòñòâóþò? Ýòîò âîïðîñ èíòåðåñóåò ìíîãèõ òåîðåòèêîâ è íà íåãî äàþòñÿ

ðàçíûå îòâåòû (â ðàìêàõ òåîðèè ñòðóí, â ðàìêàõ ïîäõîäà Àøòåêàðà ê

êâàíòîâàíèþ ãðàâèòàöèè è ò.ä.). Îäíî èç òàêèõ îáúÿñíåíèé ýíòðîïèè

÷åðíûõ äûð îáðàùàåòñÿ ê âîçáóæäåíèÿì, æèâóùèì íà ïîâåðõíîñòè ãî-
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ðèçîíòà. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿþùóþ ðîëü èãðàþò òîëü-

êî äâà èçìåðåíèÿ, îïèñûâàåìûå ðàäèàëüíîé è âðåìåíí�îé êîîðäèíàòàìè.

Â ðåçóëüòàòå, âîçáóæäåíèÿ, îòâå÷àþùèå çà âåëè÷èíó ýíòðîïèè ÷åðíûõ

äûð, ìîãóò áûòü ïîíÿòû êàê ñîñòîÿíèÿ äâóìåðíîé êîíôîðìíîé òåîðèè

ïîëÿ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå îñíîâàíî íà öåíòðàëüíîì ðàñøèðåíèè

àëãåáðû êîíôîðìíîé ñèììåòðèè � àëãåáðû Âèðàñîðî. Îêàçûâàåòñÿ, êàê

áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [56], îíî ïðîÿâëÿåòñÿ óæå â êëàññè÷åñêîé òåî-

ðèè � â ãàìèëüòîíîâîì ôîðìàëèçìå îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ïðè

ïðàâèëüíîì ó÷åòå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ãîðèçîíòå ÷åðíîé äûðû.

Íåñòàíäàðòíîñòü äàííîé çàäà÷è îáíàðóæèâàåò ñåáÿ â íåíóëåâûõ ïî-

âåðõíîñòíûõ èíòåãðàëàõ, êîòîðûå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè âû÷èñëå-

íèÿõ ñêîáîê Ïóàññîíà, ðåàëèçóþùèõ àëãåáðó Âèðàñîðî. Äî ñèõ ïîð îñ-

íîâíûì ïîäõîäîì â çàäà÷àõ, ãäå ãðàíè÷íûå ÷ëåíû, âîçíèêàþùèå ïðè

èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì, íå îáðàùàþòñÿ â íîëü è íå ìîãóò áûòü îò-

áðîøåíû, ñëóæèë ìåòîä Ðåäæå è Òåéòåëüáîéìà (1974) [1]. Ýòîò ìåòîä

âîçíèê êàê îòâåò íà äîëãî ìó÷èâøèé ãðàâèòàöèîíèñòîâ âîïðîñ: îáðàùà-

åòñÿ ëè â íîëü ãàìèëüòîíèàí ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Îäíàêî â îáñóæäà-

åìîé çàäà÷å ïîäõîä Ðåäæå-Òåéòåëüáîéìà íå ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü ðåçóëü-

òàòà. Íåîáõîäèìûì îêàçûâàåòñÿ îáîáùåíèå ñòàíäàðòíîé ôîðìóëû ñêî-

áîê Ïóàññîíà, ïðèíÿòîé â òåîðèè ïîëÿ, ïóòåì äîáàâëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ

èíòåãðàëîâ (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, äîáàâëåíèÿ ê îáúåìíûì èíòåãðàëàì

âêëàäà îò äèâåðãåíöèé). Ïåðâàÿ ïîïûòêà òàêîãî îáîáùåíèÿ áûëà ñäåëà-

íà â ðàáîòå, ïîñâÿùåííîé çàäà÷å ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé â ãèäðîäèíàìè-

êå èäåàëüíîé æèäêîñòè [69]. Äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ áûëè ïðåäëîæåíû

â ðàáîòàõ [37, 55]. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî êîððåêòíîñòü âûâîäà ôîð-

ìóëû ýíòðîïèè ÷åðíîé äûðû ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà â ðàìêàõ ïîäõîäà,
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èñïîëüçóþùåãî íîâóþ ôîðìóëó äëÿ ñêîáîê Ïóàññîíà [52, 53, 54].

7.2 Îáîçíà÷åíèÿ è èäåÿ ðàñ÷åòà ýíòðîïèè

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òå æå ñàìûå îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçî-

âàëèñü â ðàáîòå [56]. Òàê, ìåòðèêà n-ìåðíîãî (â äàëüíåéøåì n = 4)

ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ èìåþùåé âèä

ds2 = −N2dt2 + f 2(dr +N rdt)2 + σαβ(dxα +Nαdt)(dxβ +Nβdt),

ãäå α, β . . . ñîîòâåòñòâóþò êîîðäèíàòàì íà ñôåðå r = const, t = const

è ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, . . . , n − 2. Ôóíêöèÿ N ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà

ãîðèçîíòå ÷åðíîé äûðû r = r+ òàêèì îáðàçîì, ÷òî

N2 = h(xα)(r − r+) +O(r − r+)2. (7.1)

Äàëåå, ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñâÿçåé {Ht,Ha}
ïëþñ âîçìîæíûå ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû

H[ξ̂] =

∫
Σ

dn−1x ξ̂µHµ +

∮
∂Σ

. . . , (7.2)

ãäå ïàðàìåòðû äåôîðìàöèé ãèïåðïîâåðõíîñòè îäíîâðåìåííîñòè (ëàãðàí-

æåâû ìíîæèòåëè ïðè ñâÿçÿõ) ïîëó÷àþòñÿ êàê êîìïîíåíòû ðàçëîæåíèÿ

èíôèíèòåçèìàëüíîãî äèôôåîìîðôèçìà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ξµ ïî áà-

çèñó {(1/N,−Na/N), ∂/∂xa}:

ξ̂t = Nξt, ξ̂a = ξa +Naξt. (7.3)

Åñëè âû÷èñëèòü âàðèàöèþ îòíîñèòåëüíî gab è πab îò òîé ÷àñòè ãàìèëüòî-

íèàíà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òîëüêî ñâÿçè (áåç ãðàíè÷íûõ äîáàâîê), è ñ÷è-

òàòü ξµ íå çàâèñÿùèìè îò êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, òî ìû ïîëó÷èì

δ

∫
Σ

dn−1x ξ̂µHµ =

∫
Σ

dn−1x

(
δH

δgab
δgab +

δH

δπab
δπab

)
−

− 1

16πG

∮
∂Σ

dn−2x
{√

σ
(
σacnb − σabnc

)
×

×
(
ξ̂t∇cδgab −∇cξ̂

tδgab

)
+ 2ξ̂aδπa

r − ξ̂rπabδgab
}
, (7.4)
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na � âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ãðàíèöå ïðè t = const, Kab � òåíçîð

âíåøíåé êðèâèçíû ãèïåðïîâåðõíîñòè îäíîâðåìåííîñòè, πab = −f
√
σ(Kab−

gabK) � ñîïðÿæåííûå ê ïðîñòðàíñòâåííîé ìåòðèêå gab ïåðåìåííûå (çíàê

îòëè÷àåòñÿ îò [56]). Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ãðàíèöå, êîòî-

ðàÿ äîëæíà âêëþ÷àòü â ñåáÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ãîðèçîíò ÷åðíîé äûðû, à ñ

äðóãîé � ïðîñòðàíñòâåííóþ áåñêîíå÷íîñòü. Íèêàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

çäåñü ïîêà åùå íå èñïîëüçîâàëîñü. Ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ôîðìóëà

ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íîé ôîðìóëîé èç ðàáîòû Ðåäæå è Òåéòåëüáîéìà [1].

Â äàëüíåéøåì â èãðó âñòóïàþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êàíîíè÷åñêèå

ïåðåìåííûå è íà ïàðàìåòðû äåôîðìàöèé. Îíè âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû

1. çàäàòü â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îáëàñòü �áëèçêóþ� ê ðåøåíèþ äëÿ

÷åðíîé äûðû;

2. îáåñïå÷èòü ñîõðàíåíèå ýòîé îáëàñòè ïðè ýâîëþöèè, çàäàâàåìîé ïà-

ðàìåòðàìè äåôîðìàöèé.

Òàê, Êàðëèï [56] èñïîëüçóåò ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

f =
βh

4π
N−1 +O(1), N r = O(N2), σαβ = O(1), Nα = O(1),

(∂t −N r∂r)gµν = O(N)gµν , ∇αNβ +∇βNα = O(N), ∂rN = O(1/N),

Krr = O(1/N3), Kαr = O(1/N), Kαβ = O(1),

ξ̂r = O(N2), ξ̂t = O(N), ξ̂α = O(1).

×òî êàñàåòñÿ ÷àñòè ãðàíèöû, ðàñïîëîæåííîé íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñ-

êîíå÷íîñòè, òî ñ÷èòàÿ òàì ôóíêöèè ξ̂ áûñòðî óáûâàþùèìè, ìû èçáàâëÿ-

åìñÿ îò åå âêëàäà â âàðèàöèþ ãàìèëüòîíèàíà.

Íåñìîòðÿ íà ïðèíÿòûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, âàðèàöèÿ ãàìèëüòîíèàíà

ïî-ïðåæíåìó áóäåò ñîäåðæàòü íåêîòîðûé ïîâåðõíîñòíûé âêëàä è, ÷òî-

áû èçáàâèòüñÿ îò íåãî, â ðàáîòå [56] ïðåäëàãàåòñÿ äîáàâèòü ê ëèíåéíîé
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êîìáèíàöèè ñâÿçåé ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âèäà

J [ξ̂] =
1

8πG

∮
r=r+

dn−2x
{
na∇aξ̂

t
√
σ + ξ̂aπa

r +
[
naξ̂

aK
√
σ
]}
. (7.5)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â äàëüíåéøåì íå ïîòðåáóåòñÿ, ïîñêîëüêó íà òåíçîð

âíåøíåé êðèâèçíû â [56] íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ

Krr = 0 = Kαβ. Ïîñëå ýòîãî âàðèàöèÿ óëó÷øåííîãî ãàìèëüòîíèàíà ïðè-

íèìàåò âèä

δ
(
H[ξ̂] + J [ξ̂]

)
= îáúåìíûå ÷ëåíû+

+
1

8πG

∮
r=r+

dn−2x

(
δnr∂rξ̂

t +

[
1

f
ξ̂rδKrr + δnrξ̂

rK

])√
σ. (7.6)

Äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â äàëüíåéøåì íå íóæíû.

Ïîñëå ýòîãî â ðàáîòå [56] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ìû ìîæåì

âû÷èñëÿòü ñêîáêó Ïóàññîíà ãåíåðàòîðîâ äâóõ ðàçëè÷íûõ äåôîðìàöèé

ïî ôîðìóëå {
L[ξ̂2], L[ξ̂1]

}
= δξ̂2L[ξ̂1], (7.7)

à âî-âòîðûõ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì

ïîñëå ðåäóêöèè, ò.å. ó÷åòà ñâÿçåé �â ñèëüíîì ñìûñëå�. Ïîñëåäíåå îçíà÷à-

åò, ÷òî ôîðìóëà îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâîé äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ,

âçÿòûõ â îòäåëüíîñòè:

ãðàíè÷íûå ÷ëåíû èç

{
L[ξ̂2], L[ξ̂1]

}
≈ δξ̂2ãðàíè÷íûå ÷ëåíû èç L[ξ̂1]. (7.8)

Â ðåçóëüòàòå òàêîãî âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî âêëàäà â ñêîáêó

Ïóàññîíà
{
L[ξ̂2], L[ξ̂1]

}
áûëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå

− 1

8πG

∮
r=r+

dn−2x
√
σ

{
1

f 2

[
∂r(f ξ̂

r
2)∂rξ̂

t
1 − ∂r(f ξ̂r1)∂rξ̂

t
2

]
+

+
1

f
∂r

[
ξ̂r1∂rξ̂

t
2 − δξ̂2 ξ̂

t
1

]}
. (7.9)

êîòîðîå â äàëüíåéøåì áûëî èñïîëüçîâàíî äëÿ ðåàëèçàöèè àëãåáðû Âè-

ðàñîðî, öåíòðàëüíûé çàðÿä êîòîðîé ïîçâîëèë óñòàíîâèòü ñâÿçü ÷èñëà ñî-

ñòîÿíèé íà ãîðèçîíòå ñî ñòàíäàðòíîé ôîðìóëîé ýíòðîïèè Áåêåíñòåéíà-

Õîóêèíãà. Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ýòîé ãëàâû ìû ïîêàæåì, ÷òî àð-
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ãóìåíòàöèÿ [56] ïðè âûâîäå ôîðìóëû (7.9) äîëæíà áûòü ïåðåñìîòðåíà.

Çäåñü æå äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðîñëåäèì âûâîä ýíòðîïèè èç (7.9).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷åðíàÿ äûðà, îáëàäàþùàÿ îñåâîé ñèììåòðèåé ∂φgµν =

0. Äåôîðìàöèè ãèïåðïîâåðõíîñòè îãðàíè÷èâàþòñÿ r− t ïëîñêîñòüþ. Ïà-
ðàìåòð ξt = ξ̂t/N âáëèçè ãîðèçîíòà çàâèñèò òîëüêî îò t−r?. Íà ãîðèçîíòå
ôèêñèðîâàíà ôóíêöèÿ ñìåùåíèÿ N . Òîãäà îêàçûâàþòñÿ ñïðàâåäëèâû ñî-

îòíîøåíèÿ:

ξφ = −Nφξt = −N
φ

N
ξ̂t,

∂rξ
t = − f

N
∂tξ

t.

Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ðàäèàëüíûå ïðîèçâîäíûå ÷åðåç ïðîèçâîä-

íûå ïî âðåìåíè. Ïðè Nr = 0

δgtt = 0 =
2

N2

(
∂t −Nφ∂φ

)
ξt +

h

N4
ξr.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàþò ëåâûå ∂tξt = Ω∂φξ
t è ïðàâûå ∂tξ̃t = −Ω∂φξ̃

t

ìîäû, ïðè÷åì Ω = −Nφ(r+) � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ãîðèçîíòà.

Òîãäà

ξr = −4N2

h
∂tξ

t, ξ̃r = 0.

Ëåâûå ìîäû íà ãîðèçîíòå çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

ξtn =
T

4π
exp

[
2πin

T

(
t− r? + Ω−1φ

)]
,

T � ïðîèçâîëüíûé ïåðèîä, âûïàäàþùèé èç îêîí÷àòåëüíîãî îòâåòà. Ïðè

ýòîì àëãåáðà äåôîðìàöèé ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

{ξ̂m, ξ̂n}t = i(n−m)ξ̂m+n.

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó äëÿ ãðàíè÷íîãî âêëàäà (7.9) âûðàæåíèÿ äëÿ ëå-

âûõ ìîä ïîëó÷àåì

δξ̂mL[ξ̂n] = +
A

8πG

β

T
in3δm+n,

ãäå A � ïëîùàäü ãðàíèöû ïðè r = r+. Ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû (7.8) ïðè-

íèìàþò âèä
A

8πG

β

T
in3δm+n = J [{ξ̂m, ξ̂n}] +K[ξ̂m, ξ̂n] =
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= i(n−m)J [ξ̂m+n] +K[ξ̂m, ξ̂n].

Èç óðàâíåíèÿ (7.5) ìîæíî ïîëó÷èòü íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé ñâÿçè

J [ξ̂p] =
A

16πG

T

β
δp0.

Òîãäà

K[ξ̂m, ξ̂n] =
A

8πG

β

T
in(n2 − T 2

β2
)δm+n, (7.10)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðå Âèðàñîðî ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì

c =
3A

2πG

β

T
.

Çàâèñèìîñòü îò n ïðåâðàùàåòñÿ â ñòàíäàðòíóþ n(n2 − 1) ïîñëå ñäâèãà

âåëè÷èíû L0 íà ïîñòîÿííóþ. Òàêàÿ çàìåíà íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò äëÿ

ýíòðîïèè.

Èòàê, ïîëó÷àåòñÿ ÷òî êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ íà ãîðèçîíòå ÷åðíîé äûðû

ïðåîáðàçóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãåáðîé Âèðàñîðî ñ öåíòðàëüíûì çà-

ðÿäîì (7.10). Òîãäà êîíôîðìíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ äàåò ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé

ρ(L0), êîòîðàÿ àñèìïòîòè÷åñêè âåäåò ñåáÿ êàê

log ρ(L0) ≡ 2π

√
ceffL0

6
,

ãäå ceff � �ýôôåêòèâíûé öåíòðàëüíûé çàðÿä�. Åñëè îñíîâíîå ñîñòîÿíèå

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèåì îïåðàòîðà L0 c íóëåâûì ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèåì, òî ceff = c. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî â êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè ýòè

óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, ïîëó÷àåì

log ρ(L0) ≡ A

4G
,

÷òî äàåò ñòàíäàðòíûé îòâåò äëÿ ýíòðîïèè Áåêåíñòåéíà-Õîêèíãà. Äîïîë-

íèòåëüíûé âêëàä ïðàâûõ ìîä â ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íå âëèÿåò íà ýíòðî-

ïèþ, òàê êàê öåíòðàëüíûé çàðÿä äëÿ ýòèõ ìîä ðàâåí íóëþ. Ýòà àðãóìåí-

òàöèÿ áûëà ïðåäñòàâëåíà Êàðëèïîì â ðàáîòå [56].
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7.3 Ìåòîä Ðåäæå-Òåéòåëüáîéìà

Â ðàáîòå Ðåäæå è Òåéòåëüáîéìà [1], íàïèñàííîé â 1974 ãîäó, ãàìèëüòî-

íîâ ôîðìàëèçì òåîðèè ïîëÿ áûë âïåðâûå ïðèìåíåí ê çàäà÷å, ãäå ïî-

âåðõíîñòíûå èíòåãðàëû, âîçíèêàþùèå ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì,

íå îáðàùàþòñÿ â íîëü, à íàïðîòèâ, èìåþò âàæíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

À èìåííî, ïîñëå íàëîæåíèÿ êàëèáðîâîê, ò.å. ðåäóêöèè, ðîëü ãåíåðàòî-

ðîâ àñèìïòîòè÷åñêîé ãðóïïû Ïóàíêàðå (ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè) èã-

ðàþò êàê ðàç ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû (ñì. ãëàâó 1). Ýòè ïîâåðõíîñòíûå

èíòåãðàëû ïîÿâëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ ñêîáîê Ïóàññîíà ïî èç-

âåñòíîé ôîðìóëå

{F +

∮
∂Σ

, G+

∮
∂Σ

}. =

∫
Σ

dn−1x

(
δF

δqA(x)

δG

δpA(x)
− δF

δpA(x)

δG

δqA(x)

)
,

ïðè÷åì ëþáîå èçìåíåíèå ôóíêöèîíàëîâ F è G íà ïîâåðõíîñòíûå èíòå-

ãðàëû
∮
∂Σ . . . (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, èçìåíåíèå èõ ïîäèíòåãðàëüíûõ âû-

ðàæåíèé íà äèâåðãåíöèè) îñòàâëÿåò ýòó ñêîáêó áåç èçìåíåíèÿ. Ýòî î÷å-

âèäíî, èáî ñòàíäàðòíàÿ ñêîáêà îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ïðîèçâîä-

íûìè Ýéëåðà-Ëàãðàíæà, à îíè îáðàùàþòñÿ â íóëü äëÿ âñåõ äèâåðãåíöèé.

Îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñóòü ìåòîäà Ðåäæå-Òåéòåëüáîéìà çàêëþ÷àåòñÿ â

ôèêñèðîâàíèè ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ â ôóíêöèîíàëàõ (ãåíåðàòîðàõ), òàê

÷òîáû âàðèàöèè èìåëè âèä

δF =

∫
Σ

dn−1x
δF

δφA(x)
δφA(x),

áåç êàêèõ-ëèáî ãðàíè÷íûõ ÷ëåíîâ.

Îäíàêî â ïîäõîäå Ðåäæå-Òåéòåëüáîéìà ìîæíî íà÷èíàòü íå ñ òðåáî-

âàíèÿ �äèôôåðåíöèðóåìîñòè� ôóíêöèîíàëîâ, êàê ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ,

à ñ âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ â ñêîáêàõ Ïóàññîíà. Ýòà âîç-

ìîæíîñòü áûëà èñïîëüçîâàíà â íàøåé ðàáîòå [32] (ñì. ãëàâó 1). Ïðè ýòîì

äëÿ

H[ξ̂] =

∫
Σ

dn−1x ξ̂µHµ, (7.11)

ãäå {Ht,Ha} � ñâÿçè, ìû ïîëó÷èëè (çäåñü ôîðìóëû èç ðàáîòû [32] ïå-

ðåïèñàíû â îáîçíà÷åíèÿõ ñòàòüè [56] (ïðè n = 4)) ñëåäóþùèå ñêîáêè
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Ïóàññîíà:

{H[ξ̂1] +

∮
∂Σ

. . . , H[ξ̂2] +

∮
∂Σ

. . .}. = H[ξ̂3] + 2

∮
∂Σ

ξ̂a3π
b
a dSb +

+

∮
∂Σ

Ht(ξ̂
t
1ξ̂
a
2 − ξ̂t2ξ̂a1)dSa −

∮
∂Σ

πab
[
ξ̂c1(ξ̂2a|b + ξ̂2b|a)−

− ξ̂c2(ξ̂1a|b + ξ̂1b|a)
]
dSc + 2

∮
∂Σ

√
gRa

b

(
ξ̂t1ξ̂

b
2 − ξ̂t2ξ̂b1

)
dSa +

+2

∮
∂Σ

√
g(gabgcd − gacgbd)

(
ξ̂1aξ̂

t
2|bd − ξ̂2aξ̂

t
1|bd

)
dSc, (7.12)

ãäå

ξ̂3 = {ξ̂1, ξ̂2}ÄÃ, dSa = f−1nad
n−2x, (7.13)

ïðè÷åì, ÄÃ � äåôîðìàöèè ãèïåðïîâåðõíîñòè îäíîâðåìåííîñòè:

{ξ̂1, ξ̂2}tÄÃ = ξ̂a1∂aξ̂
t
2 − ξ̂a2∂aξ̂t1,

{ξ̂1, ξ̂2}aÄÃ = ξ̂b1∂bξ̂
a
2 − ξ̂b2∂bξ̂a1 + gab

(
ξ̂t1∂bξ̂

t
2 − ξ̂t2∂bξ̂t1

)
. (7.14)

Òåïåðü ìîæíî ó÷åñòü â ïðèâåäåííûõ âûøå ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëàõ

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, èñïîëüçîâàííûå â ðàáîòå [56]. Òîãäà ïîëó÷àåì, íà-

ïðèìåð,

2
√
g(gabgcd − gacgbd)

(
ξ̂1aξ̂

t
2|bd − ξ̂2aξ̂

t
1|bd

)
nc =

= 2f 2
√
σσαβ

(
ξ̂r2 ξ̂

t
1|αβ − ξ̂r1 ξ̂t2|αβ

)
= O(N). (7.15)

Àíàëîãè÷íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ âåäóò ñå-

áÿ êàê O(N), ò.å. îáðàùàþòñÿ â íóëü íà ãîðèçîíòå ÷åðíîé äûðû. Òàêèì

îáðàçîì, ìåòîä Ðåäæå-Òåéòåëüáîéìà íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ôîðìóëó

(13) èç ðàáîòû [56]. Ýòî, âïðî÷åì, åñòåñòâåííî, èáî óñëîâèÿ ïðèìåíèìî-

ñòè ìåòîäà êàê ðàç íàðóøåíû � âàðèàöèÿ δf , âûçâàííàÿ äåôîðìàöèåé

ãèïåðïîâåðõíîñòè íå óäîâëåòâîðÿåò ïîñòàâëåííîìó Êàðëèïîì îãðàíè÷å-

íèþ δf/f = O(N) è èìååò âèä

δξ̂f =
(
f ξ̂r
)
,r

= O(N−1) ∼ f,

âñëåäñòâèå ýòîãî ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë â ôîðìóëå (10) ðàáîòû [56]

δL[ξ̂] =

∫
Σ

dn−1x

(
δH

δgab
δgab +

δH

δπab
δπab

)
+

1

8πG

∮
r=r+

dn−2x δnr∂rξ̂
t
√
σ. (7.16)
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íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, ÷òî â òåðìèíîëîãèè Ðåäæå-Òåéòåëüáîéìà äîëæíî

êâàëèôèöèðîâàòüñÿ êàê �íåäèôôåðåíöèðóåìîñòü� ôóíêöèîíàëà L[ξ̂] =

H[ξ̂] + J [ξ̂], ãäå

J [ξ̂] =
1

8πG

∮
r=r+

d2x
{
na∇aξ̂

t
√
σ + ξ̂aπa

r
}
. (7.17)

Çäåñü ìû îïóñòèëè ÷ëåí naξ̂aK
√
σ, èñïîëüçîâàííûé â [56], ïîñêîëüêó â

äàëüíåéøåì ðàññìîòðåíèè ïðè âûâîäå ñâîåé ôîðìóëû (13) Êàðëèï ïðåä-

ïîëàãàåò, ÷òî Krr = 0 = Kαβ.

7.4 Íîâûå ñêîáêè Ïóàññîíà

Íî ñóùåñòâóåò áîëåå îáùèé ïîäõîä ê ãàìèëüòîíîâîé äèíàìèêå, ãäå äîïóñ-

êàþòñÿ â ïðèíöèïå ëþáûå ôóíêöèîíàëû, â òîì ÷èñëå, äàþùèå íåíóëåâîé

ïîâåðõíîñòíûé âêëàä â ïåðâóþ âàðèàöèþ. Â ðàáîòå [69] áûëî âïåðâûå

ïîêàçàíî, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà ìîæåò áûòü îáîáùåíà ïó-

òåì äîáàâëåíèÿ ê íåé äèâåðãåíöèé îïðåäåëåííîãî âèäà. Â ðåçóëüòàòå,

îáîáùåííàÿ òàêèì îáðàçîì ñêîáêà ïîçâîëÿåò ãåíåðèðîâàòü âàðèàöèè ñ

íåíóëåâûì ïîâåðõíîñòíûì âêëàäîì. Ýòî êàê ðàç òî, ÷òî òðåáóåòñÿ â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, êîãäà ïîâåðõíîñòüþ ñëóæèò ãîðèçîíò ÷åðíîé äû-

ðû. Â ãëàâå 3 áûëî ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå ïîäõîäà [69] íà ñëó÷àé, êîãäà

ïîâåðõíîñòíûé âêëàä â âàðèàöèþ ôóíêöèîíàëà ñîäåðæèò ïðîèçâîëüíîå

êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîèçâîäíûõ îò âàðèàöèé ôóíêöèé è ñîïðÿæåííûõ èì-

ïóëüñîâ (à âîîáùå ãîâîðÿ, âàðèàöèé ïðîèçâîëüíûõ íåêàíîíè÷åñêèõ ïå-

ðåìåííûõ) [37]. Ïîçäíåå ïîÿâèëîñü äðóãîå ïðåäëîæåíèå [55]. Ïîïûòêà

ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ñäåëàíà â ðàáîòå [44] è èçëîæåíà â ãëàâå 5. Îä-

íàêî, â íàøåì ñëó÷àå ýòè ïîäõîäû äàþò îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò, íå

îòëè÷àþùèéñÿ îò ïîäõîäà ðàáîòû [69].
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Ïîÿñíèì ïîäðîáíåå. Ïóñòü, íàïðèìåð, ïîëåâûå ïåðåìåííûå íå îáÿçà-

òåëüíî áóäóò êàíîíè÷åñêèìè, îäíàêî, ïóñòü èõ ñêîáêà Ïóàññîíà áóäåò

óëüòðàëîêàëüíîé

{φA(x), φB(y)} = IABδ(x, y),

òîãäà ñòàíäàðòíàÿ ñêîáêà äëÿ äâóõ ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ èìååò âèä

{F,G} =

∫
Σ

dn−1x
δF

δφA(x)
IAB

δG

δφB(x)
,

ïðè÷åì äëÿ �äèôôåðåíöèðóåìîãî� ôóíêöèîíàëà

δF =

∫
Σ

dn−1x
δF

δφA(x)
δφA(x).

Ïóñòü òåïåðü ìû èìååì äåëî ñ �íåäèôôåðåíöèðóåìûì� â ñìûñëå Ðåäæå-

Òåéòåëüáîéìà ôóíêöèîíàëîì ïðîñòåéøåãî âîçìîæíîãî âèäà, òàê ÷òî åãî

ïåðâàÿ âàðèàöèÿ ñîäåðæèò ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë

δF =

∫
Σ

δ∧F

δφA(x)
δφA(x)dn−1x+

∮
∂Σ

dn−2x
δ∨F

δφA(x)
δφA(x).

Òîãäà îáðàçóåì ôîðìàëüíûì ïóòåì ïîëíóþ âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ

âèäà
δF

δφA(x)
=

δ∧F

δφA(x)
+ δ(∂Σ)

δ∨F

δφA(x)
,

êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò ïîâåðõíîñòíûé (èëè ãðàíè÷íûé) âêëàä (çäåñü δ(∂Σ)

� äåëüòà-ôóíêöèÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè Σ). Ìû, òàêèì

îáðàçîì, ñ÷èòàåì, ÷òî∫
Σ

dn−1x
δF

δφA(x)
δφA(x) ≡

∫
Σ

dn−1x
δ∧F

δφA(x)
δφA(x) +

∮
∂Σ

dn−2x
δ∨F

δφA(x)
δφA(x).

Òîãäà ìîæíî ïðîñòî ïîäñòàâèòü â ñòàíäàðòíóþ ôîðìóëó () ýòè ïîëíûå

âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå âìåñòî ïðèâû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà,

ïðè ýòîì ïîëó÷àåì

{F,G} = {F,G}. +

∮
∂Σ

dn−2x
δ∨F

δφA
δGφA −

∮
∂Σ

dn−2x
δ∨G

δφA
δFφA + ? ,

ãäå

δFφA = IAB
δ∧F

δφB
= {φA, F}, δGφA = IAB

δ∧G

δφB
= {φA, G},
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à ? îáîçíà÷àåò çàãàäî÷íûé ÷ëåí, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòó δ-

ôóíêöèè. Â ðàáîòå [69] åãî ïðåäëàãàëîñü èñêëþ÷èòü, ïðèíÿâ ãðàíè÷íîå

óñëîâèå, ñîîòâåòñòâóþùåå îáðàùåíèþ â íîëü êîýôôèöèåíòà ïðè [δ(∂Σ)]2:(
δ∨F

δφA(x)
IAB

δ∨G

δφB(x)

)
∂Σ

= 0.

Äàëüíåéøèå ïîïûòêè îáîáùèòü ðåçóëüòàò ðàáîòû [69] øëè â äâóõ íà-

ïðàâëåíèÿõ:

1. ïîèñê ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíàì òèïà ? �

[37] (ïîäõîä àâòîðà);

2. ïîñòóëèðîâàíèå òîãî, ÷òî ýòè ÷ëåíû îòñóòñòâóþò â îêîí÷àòåëüíîì

îòâåòå � [55] (ïîäõîä Áåðèíãà).

Èòàê, èíòåðåñóþùèé íàñ âêëàä â ôîðìóëó (13) ðàáîòû [56] âîçíèêàåò

êàê ðàç èç-çà �íåäèôôåðåíöèðóåìîñòè� ôóíêöèîíàëà L[ξ̂]

δL[ξ̂] =

∫
Σ

dn−1x

(
δH

δgab
δgab +

δH

δπab
δπab

)
− 1

8πG

∮
r=r+

d2x
√
σ
δf

f 2
ξ̂t,r 6= 0.

Âàðèàöèÿ δξ̂f îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòî èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñ ãàìèëüòî-

íèàíîì L[ξ̂]

δξ̂f = {f, L[ξ̂]} = ˙√grr =
ξ̂r|r
f

= f
(
ξ̂r,r + Γrrrξ̂

r
)

=
(
f ξ̂r
)
,r
. (7.18)

Òàêèì îáðàçîì, â ñêîáêå Ïóàññîíà {L[ξ̂1], L[ξ̂2]} ïîÿâëÿåòñÿ ïåðâûé ïî-

âåðõíîñòíûé ÷ëåí èç ôîðìóëû (7.9)

− 1

8πG

∮
r=r+

d2x

√
σ

f 2

[
δξ̂2f ξ̂

t
1,r − δξ̂1f ξ̂

t
2,r

]
=

= − 1

8πG

∮
r=r+

d2x

√
σ

f 2

[(
f ξ̂r2

)
,r
ξ̂t1,r −

(
f ξ̂r1

)
,r
ξ̂t2,r

]
. (7.19)

Ïðîèñõîæäåíèå âòîðîãî ÷ëåíà èç ôîðìóëû (7.9)

− 1

8πG

∮
r=r+

d2x

√
σ

f
∂r

[
δξ̂1 ξ̂

t
2 − δξ̂2 ξ̂

t
1

]
= − 1

8πG

∮
r=r+

d2x

√
σ

f
∂r

[
ξ̂r1∂rξ̂

t
2 − ξ̂r2∂rξ̂t1

]
, (7.20)
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ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïàðàìåòðû äåôîðìàöèé ξ̂t ñàìè çàâèñÿò îò êàíîíè-

÷åñêèõ ïåðåìåííûõ è ïîýòîìó èìåþò íåíóëåâûå ñêîáêè Ïóàññîíà. Òàì

ãäå ýòè ïàðàìåòðû âõîäÿò â âèäå ìíîæèòåëåé ïðè ñâÿçÿõ, ðåçóëüòàòîì

áóäåò ïðîñòî èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñâÿçÿõ â îòâåòå, ÷òî äëÿ íàñ

íåñóùåñòâåííî, òàê êàê ìû èùåì îòâåò íà ïîâåðõíîñòè ñâÿçåé. Íî òàì,

ãäå ïàðàìåòðû äåôîðìàöèé ξ̂t ïîÿâëÿþòñÿ â íåíóëåâûõ ïîâåðõíîñòíûõ

èíòåãðàëàõ, èõ âàðèàöèè δξ̂2 ξ̂
t
1 = ξ̂a2∂aξ̂

t
1 äàäóò îòëè÷íûé îò íóëÿ âêëàä â

ñêîáêó Ïóàññîíà.

7.5 Âûâîäû

Â ðàáîòå [56] áûë ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, èìåþùèé âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ïî-

íèìàíèÿ ôèçèêè ÷åðíûõ äûð, à èìåííî, ôîðìóëà, äàþùàÿ çíà÷åíèå ýí-

òðîïèè ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû êîíôîðìíîé òåî-

ðèè, âîçíèêàþùåé äëÿ âîçìóùåíèé ìåòðèêè íà ãîðèçîíòå. Àíàëîãè÷íûå

âûâîäû ñëåäóþò è èç ðÿäà äðóãèõ ðàáîò, ñì. íàïðèìåð [120]. Îñîáåí-

íîñòüþ ïîäõîäà [56] ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çäåñü èñïîëüçóåòñÿ êàíîíè÷åñêèé

ôîðìàëèçì ÎÒÎ è àëãåáðà äåôîðìàöèé ãèïåðïîâåðõíîñòè. Àëãåáðà Âè-

ðàñîðî ñ åå öåíòðàëüíûì çàðÿäîì ïîÿâëÿåòñÿ êàê ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ

ñêîáîê Ïóàññîíà è ó÷åòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ãîðèçîíòå ÷åðíîé äûðû.

Àâòîð ðàáîòû [56] óòâåðæäàë, ÷òî èñïîëüçóåò ïîäõîä Ðåäæå-Òåéòåëüáîéìà [1],

êîòîðûé îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè òàê íàçûâàåìûõ �äèôôåðåíöèðóåìûõ�

ãåíåðàòîðîâ. Îäíàêî, âíèìàòåëüíîå ðàññìîòðåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî â äàí-

íîì ñëó÷àå ýòîò ïîäõîä íåïðèìåíèì. Ãåíåðàòîðû â ðàáîòå [56] íà ñàìîì

äåëå íå ÿâëÿþòñÿ �äèôôåðåíöèðóåìûìè� ôóíêöèîíàëàìè îòíîñèòåëüíî

âàðèàöèé, êîòîðûå íóæíû ïðè âûâîäå àëãåáðû Âèðàñîðî. Äåéñòâèòåëü-

íî, ïðÿìîå è íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ñêîáîê Ïóàññîíà ïî ñòàíäàðò-

íîé ôîðìóëå, ñ èñïîëüçîâàíèåì îáùåãî âûâîäà ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ,
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ñäåëàííîãî äëÿ ñëó÷àÿ 3 + 1 ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè åùå â 1985 ãîäó [32],

ñì. ãëàâó 1, äàåò òðèâèàëüíûé íóëåâîé îòâåò äëÿ òîãî ïîâåðõíîñòíîãî

èíòåãðàëà, êîòîðûé êàê ðàç è äîëæåí ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ãëàâíûé ðå-

çóëüòàò ñòàòüè [56].

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè â ðàáîòå [56] èñïîëüçóþòñÿ (áåç

âåäîìà åå àâòîðà) ìîäèôèöèðîâàííûå ñêîáêè Ïóàññîíà, ïðèìåíèìûå è

â ñëó÷àå �íåäèôôåðåíöèðóåìûõ� ôóíêöèîíàëîâ. Ýòè ñêîáêè îòëè÷àþòñÿ

îò ñòàíäàðòíûõ ïîâåðõíîñòíûìè ÷ëåíàìè è, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå áûëè

èñïîëüçîâàíû â ðàáîòå [69], à çàòåì îáîáùåíû äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïî-

ñîáàìè [37, 55]. Â äàííîì ñëó÷àå ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè ïîäõîäàìè íå

ïðîÿâëÿåòñÿ. Íåäàâíî ýòè ñêîáêè áûëè íåçàâèñèìî èñïîëüçîâàíû òàêæå

â ðàáîòå [119].

Òàêèì îáðàçîì, âûâîä [56] ôîðìàëüíî ñîõðàíÿåò ñèëó, åñëè èçìåíèòü

àðãóìåíòàöèþ. Íåîáõîäèìî îòêàçàòüñÿ îò ïîäõîäà Ðåäæå-Òåéòåëüáîéìà

â ïîëüçó áîëåå îáùåãî ïîäõîäà, èñïîëüçóþùåãî íîâûå ñêîáêè Ïóàññîíà,

ââåäåííûå â ãëàâå 3.

Èçëîæåíèå ìàòåðèàëà â ýòîé ãëàâå îñíîâàíî íà ðàáîòàõ [52, 53, 54].

Âñëåä çà íàìè àðãóìåíòû Êàðëèïà áûëè òàêæå ïîäâåðãíóòû êðèòèêå â

ñòàòüå [119]. Êàðëèï ïðèçíàë êðèòèêó ñïðàâåäëèâîé [130] è ïåðåñìîòðåë

ñâîè âû÷èñëåíèÿ â íîâîé ñòàòüå [131], ãäå èñïîëüçîâàë äðóãîå îïðåäåëå-

íèå ñêîáêè Ïóàññîíà è èçìåíåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Èíòåðåñ ê âû-

÷èñëåíèÿì ýíòðîïèè ÷åðíîé äûðû ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíûõ ðàñøèðåíèé

àëãåáð, âîçíèêàþùèõ óæå â êëàññè÷åñêîé òåîðèè èç ñêîáîê Ïóàññîíà,

îñòàåòñÿ çíà÷èòåëüíûì, ñì. íàïðèìåð ðàáîòû [132].
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Ãëàâà 8

Ãèäðîäèíàìèêà èäåàëüíîé æèäêîñòè

ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ

8.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, îñíîâûâàÿñü íà ðàáîòàõ [37, 38], ìû ïîñòðîèëè

äîñòàòî÷íî îáùèé ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì òåîðèè ïîëÿ, íå òðåáóþùèé

îòáðàñûâàíèÿ ãðàíè÷íûõ ÷ëåíîâ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì. Öåëüþ

ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ïîñòðîåííîãî ôîðìàëèçìà ê îäíîé êîí-

êðåòíîé çàäà÷å � îïèñàíèþ äèíàìèêè èäåàëüíîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè

ñ öåëüþ âûÿñíèòü ðîëü, êîòîðóþ èãðàþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè îïðå-

äåëåíèè êëàññà äîïóñòèìûõ ôóíêöèîíàëîâ. Íîâûì îáùèì ðåçóëüòàòîì

ïî ñðàâíåíèþ, íàïðèìåð, ñ ïîäõîäîì, ïðåäëîæåííûì Ðåäæå è Òåéòåëü-

áîéìîì [1] è ÿâëÿþùèìñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáùåïðèíÿòûì (ñì., íàïðè-

ìåð, [61]), ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ íåóëüòðàëîêàëüíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà ýòîò

êëàññ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò êëàññà �äèôôåðåíöèðóåìûõ� ôóíêöèîíàëîâ.

Âåñüìà êðàòêîå è ïðåäâàðèòåëüíîå èçëîæåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ âïåðâûå

ïîÿâèëîñü â ðàáîòå [42], ãäå áûëè ðàññìîòðåíû äâà ïðèìåðà: ôîðìàëèçì

Àøòåêàðà â êàíîíè÷åñêîé ãðàâèòàöèè è ãèäðîäèíàìèêà èäåàëüíîé æèä-

êîñòè. Ïåðâûé èç ïðèìåðîâ áûë äåòàëüíî ðàññìîòðåí â ãëàâå 6. Çäåñü,

íà îñíîâå ðàáîòû [39], áóäåò ïîäðîáíî ðàçîáðàí âòîðîé ïðèìåð.

Íàïîìíèì ñíà÷àëà èñòîðèþ ïðèìåíåíèÿ ãàìèëüòîíîâà ïîäõîäà ê èçó-

÷åíèþ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â èäåàëüíîé (íåâÿçêîé) æèäêîñòè. Â 1967
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ã. Çàõàðîâ [66] âïåðâûå ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü êàíîíè÷åñêèé ôîðìà-

ëèçì äëÿ àíàëèçà âîëí íà ïîâåðõíîñòè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ñëó÷àå

åå ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ. Ïîçäíåå, â 1977 ã., ýòà ïðîáëåìà îáñóæäà-

ëàñü òàêæå Ìèëëñîì [67] è Ìàéëäåðîì [68]. Â 1986 ã. Ìàðñäåí è åãî

ñîàâòîðû [69] ïðåäëîæèëè ñâîé ïîäõîä ê áîëåå îáùåé çàäà÷å, êîãäà òå-

÷åíèå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè óæå íå ïðåäïîëàãàëîñü ïîòåíöèàëüíûì.

Â 1988 ã. Àáàðáàíåë è äð. [70] ðàññìîòðåëè ñëó÷àé ñæèìàåìîé æèäêî-

ñòè. Ïîäõîäû ýòèõ àâòîðîâ äîâîëüíî ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà.

Áûëî áû èíòåðåñíî âîñïðîèçâåñòè ðåçóëüòàòû âñåõ ýòèõ ðàáîò íà îñíîâå

ôîðìàëèçìà, èçëîæåííîãî â ãëàâàõ 3,4. Çäåñü ìû, îäíàêî, îãðàíè÷èìñÿ

ñëó÷àåì ñæèìàåìîé æèäêîñòè.

Èòàê, îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ áóäåò äèíàìèêà ñæèìàåìîé íåâÿç-

êîé æèäêîñòè â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ, à îñíîâíûì ìåòîäîì � ãàìèëü-

òîíîâ ôîðìàëèçì, ñîõðàíÿþùèé âñå ãðàíè÷íûå ÷ëåíû. Äëÿ ïîëíîòû

êàðòèíû íàïîìíèì ñâÿçè, ñóùåñòâóþùèå ìåæäó ÷åòûðüìÿ âîçìîæíû-

ìè ñïîñîáàìè îïèñàíèÿ ãèäðîäèíàìèêè: âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì è ãà-

ìèëüòîíîâûì ôîðìàëèçìîì, â ëàãðàíæåâûõ è â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ.

Íàãëÿäíî ýòè ñâÿçè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êîììóòàòèâíîé äèàãðàì-

ìîé
−−−→y y

+−−−→

(8.1)

Íàøå èçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ íîâûì â ÷àñòè, îòíîñÿùåéñÿ ê ãðàíè÷íûì ÷ëå-

íàì. Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå [70], çäåñü ðåäóêöèÿ ãàìèëüòîíîâà ôîð-

ìàëèçìà îò ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò ê ýéëåðîâûì, ïðîâåäåííàÿ â ðàáî-

òå [69], íóæäàåòñÿ â íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèè.

Ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðèì êàæäûé èç ÷åòûðåõ áëîêîâ ïðåä-

ñòàâëåííîé âûøå êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû è êàæäûé èç ÷åòûðåõ ïå-

ðåõîäîâ ìåæäó íèìè. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ áóäåò îáñóæäàòüñÿ êàê ôèêñèðî-

âàííàÿ ãðàíèöà îáëàñòè, òàê è ñâîáîäíàÿ.

Ïàðàãðàô 1 ïîñâÿùàåòñÿ âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó â ëàãðàíæåâûõ êî-

îðäèíàòàõ. Ëàãðàíæåâ ïîäõîä íàèáîëåå áëèçîê ê ìåõàíè÷åñêîìó îïèñà-
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íèþ æèäêîñòè êàê ñîâîêóïíîñòè ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Îñíîâíûìè ïåðå-

ìåííûìè ïðè ýòîì ñëóæàò êîîðäèíàòû òî÷å÷íûõ ÷àñòèö. Îäíàêî íåîá-

õîäèìî äîïîëíèòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ÷àñòèö âî âíåøíåì ïîëå (â

íàøåì ïðèìåðå, â ïîëå íüþòîíîâà ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà) âíóò-

ðåííåé ýíåðãèåé æèäêîñòè, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ çàâèñÿùåé îò ïëîò-

íîñòè è ýíòðîïèè. Òàêèì îáðàçîì, â èãðó âñòóïàåò òåðìîäèíàìèêà, è

ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå: òåìïåðàòóðà è äàâëåíèå.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïîä-

õîäîì, âïåðâûå ïðåäëîæåííûì â ðàáîòå [70], êîòîðûé ïîçâîëÿåò óäîáíûì

äëÿ ïîñëåäóþùåãî ïåðåõîäà ê ãàìèëüòîíîâó ôîðìàëèçìó îáðàçîì âêëþ-

÷èòü â äåéñòâèå ýíåðãèþ ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ.

Â ïàðàãðàôå 2 îïèñûâàåòñÿ ïåðåõîä îò ëàãðàíæåâà ê ãàìèëüòîíîâó

ôîðìàëèçìó â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ. Â äàííîì ñëó÷àå ýòîò ïåðå-

õîä íå âûçûâàåò áîëüøèõ çàòðóäíåíèé, îí ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êà-

íîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ ê êîîðäèíàòàì ÷àñòèö æèäêîñòè èìïóëüñîâ è

ïðåîáðàçîâàíèþ Ëåæàíäðà.

Â ñëó÷àå ñâîáîäíîé ãðàíèöû çäåñü ïðè âûâîäå ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíå-

íèé äâèæåíèÿ íå òðåáóåòñÿ âûõîäèòü çà ðàìêè êðèòåðèÿ Ðåäæå-Òåéòåëüáîéìà.

Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñêîáêè Ïóàññîíà êàíîíè÷åñêèå, à çíà÷èò, óëü-

òðàëîêàëüíûå.

Ïàðàãðàô 3 ïîñâÿùåí ïåðåõîäó îò ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò ê ýéëåðî-

âûì â ðàìêàõ ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà. Ýéëåðîâî îïèñàíèå, â îòëè÷èå

îò ëàãðàíæåâà, áîëüøå íàïîìèíàåò òåîðèþ ïîëÿ, ÷åì ìåõàíèêó. Íåòðè-

âèàëüíîñòü çàäà÷è ïåðåõîäà ê íîâûì ïåðåìåííûì ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî

ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè ñìåøèâàþòñÿ �çàâèñèìûå� (ïîëÿ) è �íåçàâèñè-

ìûå� (êîîðäèíàòû) ïåðåìåííûå. Ôîðìàëüíûå ìàíèïóëÿöèè ïðîèçâîäÿò-
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ñÿ ïðè ïîìîùè δ-ôóíêöèé, ÷òî â ñëó÷àå ñâîáîäíîé ãðàíèöû íèêàê íåëüçÿ

ñ÷èòàòü ñòðîãèì âûâîäîì, ðåçóëüòàòû, îäíàêî, â äàëüíåéøåì îïðàâäû-

âàþòñÿ èõ ñàìîñîãëàñîâàííîñòüþ. Â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîé ãðàíèöû ìû

ïðèâîäèì ñòðîãèå âû÷èñëåíèÿ, îñíîâàííûå íà ìåòîäàõ ãëàâû 4, ÿâíî äå-

ìîíñòðèðóþùèå âûïîëíåíèå òîæäåñòâà ßêîáè. Âûïîëíåíèå òîæäåñòâà

ßêîáè çäåñü íå ÿâëÿåòñÿ áàíàëüíîñòüþ, íà ÷òî îáðàùàëîñü âíèìàíèå â

ðàáîòå [69]. Äëÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû íàì ïîêà íå óäàëîñü íàéòè ñòîëü

æå ïðîñòîãî äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâà ßêîáè. Íî ôîðìàëèçì ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ (ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå) ïó-

òåì îïåðàöèè âíóòðåííåãî óìíîæåíèÿ 1-ôîðìû (âàðèàöèè ãàìèëüòîíèà-

íà) íà áèâåêòîð, çàäàþùèé ñêîáêó Ïóàññîíà. Ïåðâîíà÷àëüíî â ãàìèëüòî-

íîâîì âåêòîðíîì ïîëå èìååòñÿ ñèíãóëÿðíûé âêëàä, ïðîïîðöèîíàëüíûé

ãðàíè÷íîé δ-ôóíêöèè. Òðåáîâàíèå ðåãóëÿðíîñòè, ò.å. îáðàùåíèÿ â íîëü

ýòîãî âêëàäà, îêàçûâàåòñÿ ðàâíîñèëüíûì ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ çàäà÷è.

Â ïàðàãðàôå 4 ñòðîèòñÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ ýéëåðîâûõ ïåðå-

ìåííûõ. Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ãðàíèöû èíòåðåñíîå îáñóæäåíèå ýòîé ïðî-

áëåìû èìååòñÿ â êíèãå Êóïåðøìèäòà [71]. Â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ â

ëàãðàíæèàí ñâÿçåé ïîÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå Êëåáøà, êîòîðûå â ñëåäóþ-

ùåì ïàðàãðàôå ñòàíîâÿòñÿ êàíîíè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ãàìèëüòîíîâà

ôîðìàëèçìà.

Ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ê äåéñòâèþ äîáàâëÿ-

åòñÿ (ñî çíàêîì ìèíóñ) âêëàä ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èç

äåéñòâèÿ ïîëó÷àëèñü ïðè âàðüèðîâàíèè ïðàâèëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,

òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî èçìåíèòü åãî íà íîâûé ïîâåðõíîñòíûé ÷ëåí.

Ïîñëå ýòîãî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà ñîâïàäàåò ñ äàâ-

ëåíèåì æèäêîñòè. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå äâóìåðíîãî ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ
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íåñæèìàåìîé æèäêîñòè áåç ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ òîò ôàêò, ÷òî èç

äåéñòâèÿ ñëåäóþò äèíàìè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, áûë îòìå÷åí Ëþ-

êîì [72]. Íåçàâèñèìî Çàõàðîâ [66] ïîêàçàë, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ÿâëÿ-

þòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè óðàâíåíèÿìè.

Ïàðàãðàô 5 ïîñâÿùåí ïåðåõîäó îò âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ê ãàìèëü-

òîíîâó ôîðìàëèçìó íà ÿçûêå ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ðàáîòå ñ ôèê-

ñèðîâàííîé ãðàíèöåé ïåðåìåííûå Êëåáøà îêàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè.

Ìû èñïîëüçóåì çäåñü ìåòîä Ôàääååâà-Äæýêèâà [73], ò.å. ïðîñòî âû÷èñëÿ-

åì ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû, íå îáðàùàÿñü

ê �ïåðâè÷íûì ñâÿçÿì� Äèðàêà [12]. Èç ïîòåíöèàëîâ Êëåáøà ëåãêî ñòðî-

ÿòñÿ ñòàíäàðòíûå èìïóëüñû ýéëåðîâà ïîäõîäà, ñêîáêè Ïóàññîíà ìåæäó

êîòîðûìè ïðåäñòàâëÿþò àëãåáðó äèôôåîìîðôèçìîâ. Ãàìèëüòîíèàí âû-

ðàæàåòñÿ ÷åðåç ýòè ïåðåìåííûå è ìàëóþ òîëèêó ïåðåìåííûõ Êëåáøà �

ïëîòíîñòü è ýíòðîïèþ, â ðåçóëüòàòå çàìûêàÿ íàøó äèàãðàììó.

Â ñëó÷àå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè äîáàâëÿåòñÿ íîâàÿ ôóíêöèÿ, îïèñû-

âàþùàÿ ïîëîæåíèå ãðàíèöû, ïîñëå ÷åãî ïåðåìåííûå óæå íå ÿâëÿþòñÿ

êàíîíè÷åñêèìè. Íà ýòîò ðàç ìû ïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Äèðàêà äëÿ ðàáîòû

ñî ñâÿçÿìè è ñòðîèì ñêîáêè Äèðàêà, êîòîðûå çàòåì èñïîëüçóåì äëÿ çà-

ïèñè ïóàññîíîâà áèâåêòîðà. Ýòîò áèâåêòîð, â îòëè÷èå îò ïîñòðîåííîãî â

ïàðàãðàôå 3, çàïèñûâàåòñÿ â äðóãèõ ïåðåìåííûõ. Îäíàêî, âîñïîëüçîâàâ-

øèñü èì äëÿ íàõîæäåíèÿ ãàìèëüòîíîâà âåêòîðíîãî ïîëÿ, ò.å. äëÿ âûâîäà

ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé, ìû âíîâü ïðèõîäèì ê òîìó æå ñàìîìó ðåçóëü-

òàòó, ÷òî è â ïàðàãðàôå 3. Òàêèì îáðàçîì, è â ñëó÷àå ñâîáîäíîé ãðàíèöû

äèàãðàììà çàìûêàåòñÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåäàâíî Áåðèíãîì áûëà ïðåäëîæåíà åùå îäíà

ôîðìóëà [55] äëÿ ñêîáêè Ïóàññîíà, òî÷íî óäîâëåòâîðÿþùåé òîæäåñòâó

ßêîáè, ðàññìîòðåííàÿ â ãëàâå 5. Îäíàêî ïîñòðîåíèå ïîêà ÿâëÿåòñÿ íåäî-
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ñòàòî÷íî îáùèì äëÿ òîãî, ÷òîáû âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå íåóëüòðàëî-

êàëüíûå ñêîáêè, è ïîýòîìó íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî ê îáñóæäàåìîé â

ýòîé ãëàâå çàäà÷å.

8.2 Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåí-

íûõ

Îïèñàíèå äèíàìèêè ñðåäû â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ îçíà÷àåò, ÷òî

ïðîñëåæèâàåòñÿ äâèæåíèå åå îòäåëüíûõ ÷àñòèö. Ýòî ïîçâîëÿåò âûâåñòè

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñðåäû èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ òî-

÷åê � åå ñîñòàâëÿþùèõ. Äîáàâëÿþòñÿ òàêæå òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàê-

òåðèñòèêè: âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, òåìïåðàòóðà, äàâëåíèå, ýíòðîïèÿ è äð.

Íóìåðàöèÿ ÷àñòèö ñðåäû ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíà, íàïðèìåð, ñ ïîìî-

ùüþ ôèêñàöèè èõ íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé. Ïóñòü äâèæåíèå ïðîèñõîäèò

â íåêîòîðîé (ôèêñèðîâàííîé èëè ìåíÿþùåéñÿ ñî âðåìåíåì) îáëàñòè Ω

åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn, è ïóñòü r ∈ Ω0 åñòü �íîìåð� ÷àñòèöû, à Y(t)

� åå ïîëîæåíèå â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t. Äëÿ ïðîñòîòû èç-

ëîæåíèÿ ìû îãðàíè÷èìñÿ èñïîëüçîâàíèåì äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò. Òîãäà

çàêîí äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé

Y = Y(r, t), r ≡ Y(r, 0).

Äåòåðìèíèçì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ïîçâîëÿåò áûòü óâåðåííûì â ñóùå-

ñòâîâàíèè îáðàòíîé ôóíêöèè

R = R(x, t), òàê ÷òî r ≡ R(Y(r, t), t).

8.2.1 Ôèêñèðîâàííàÿ ãðàíèöà

Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ëàãðàíæèàí ñðåäû âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì

ïî îáëàñòè Ω0 îò ðàçíîñòè ïëîòíîñòåé êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé
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ýíåðãèé (ñ äîáàâëåíèåì ê ïîñëåäíåé âíóòðåííåé ýíåðãèè):

L =

∫
Ω0

ρ0(r)

[
Ẏ2

2
− Φ(Y)− ε (ρ(Y), s0(r))

]
dr, (8.2)

ãäå Ẏ = ∂Y/∂t(r, t); Φ(Y) è ε(ρ, s0) � ñîîòâåòñòâåííî, ïîòåíöèàëü-

íàÿ è âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùèåñÿ íà åäèíèöó ìàññû, âíóòðåííÿÿ

ýíåðãèÿ çàäàíà êàê ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ìàññû ρ(Y) è óäåëüíîé ýíòðî-

ïèè s0(r), ρ0(r) � ïëîòíîñòü ìàññû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0.

Óäîáíî ââåñòè ìàòðèöû ïåðåõîäà

Jij =
∂Y i

∂rj
, J ij =

∂ri

∂Y j
. (8.3)

Ïðè ýòîì ïóñòü J = det |Jij|. Î÷åâèäíî,

JijJ
jk = δki .

Â ñèëó ñîõðàíåíèÿ ìàññû

ρ0(r)dr = ρ(Y)dY, ñëåäîâàòåëüíî, ρ0 = ρJ.

Ýíòðîïèÿ æå ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðèñóùåé êàæäîé ÷àñòèöå â îòäåëüíîñòè è

àääèòèâíîé, ïðè÷åì

s0(r) = s(Y(r, t), t).

Äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ âíîñèò ïåðâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè

δε = Tds0 − pd
1

ρ
,

ãäå T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà; p � äàâëåíèå; òàêèì îáðàçîì,

T =
∂ε

∂s0

, p = ρ2 ∂ε

∂ρ
.

Âàðüèðîâàíèå äåéñòâèÿ êàê ôóíêöèîíàëà îò Y(r, t)

δ

t2∫
t1

Ldt =

t2∫
t1

∫
Ω0

ρ0(r)

[
Ẏ
∂

∂t
δY − ∂Φ

∂Y
δY − ∂ε

∂ρ
δρ

]
dr,

ñ ó÷åòîì ôîðìóëû

δρ = δ
(ρ0

J

)
= − ρ0

J2
δJ,
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèÿ

−ρ0
∂ε

∂ρ
δρ = pδJ,

âåäåò ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ. Ïîñêîëüêó âàðèàöèÿ ÿêîáèàíà îïðåäåëÿ-

åòñÿ ôîðìóëîé

δJ = JJ jiδJij = JJ ji
∂

∂rj
δY i,

ïîëó÷àåì

pδJ =
∂

∂rj
(
pJJ jiδY i

)
− JJ ji ∂p

∂rj
δY i − p ∂

∂rj
(
JJ ji

)
δY i.

Â Ïðèëîæåíèè ê ýòîé ãëàâå ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îáðàùà-

åòñÿ â íîëü. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∂p

∂Y i
=

∂p

∂rj
∂rj

∂Y i
= J ji

∂p

∂rj
,

ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ âàðèàöèè äåéñòâèÿ:

δ

t2∫
t1

Ldt =

∫
Ω0

drρ0ẎδY
∣∣t2
t1

+

t2∫
t1

∫
Ω0

δY

[
−ρ0Ÿ − ρ0

∂Φ

∂Y
− J ∂p

∂Y

]
dr+

+

t2∫
t1

dt

∮
∂Ω0

pJJ jiδY idSj. (8.4)

Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà òðåáóåò ôèêñàöèè âàðüèðóåìîé

ôóíêöèè íà ãðàíèöàõ âðåìåíí�îãî èíòåðâàëà

δY(t1) = δY(t2) = 0.

×ëåí, ñîäåðæàùèé âàðèàöèþ δY íà ïðîñòðàíñòâåííîé ãðàíèöå ∂Ω0, îá-

ðàùàåòñÿ â íîëü â ñèëó óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ íåïîäâèæíîñòü ãðàíè-

öû îáëàñòè Ω = Ω0

njJ
jiδY i

∣∣
∂Ω0

= 0, n · δY
∣∣
∂Ω

= 0, (8.5)

ãäå nj � âåêòîð íîðìàëè ê ∂Ω0 (äëÿ îïðåäåëåííîñòè, â äàëüíåéøåì �

åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëè), êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ãëàäêîé, ñîîòâåò-

ñòâåííî, n � òîò æå âåêòîð â êîîðäèíàòàõ Y.
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Ñìûñë ýòèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â òîì, ÷òî ÷àñòèöû, êîòîðûå â íà-

÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè áûëè íà ãðàíèöå îáëàñòè, îñòàíóòñÿ íà íåé

íàâñåãäà.

Òðåáîâàíèå îáðàùåíèÿ â íóëü îáúåìíîãî èíòåãðàëà â âàðèàöèè äåé-

ñòâèÿ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà, çàïèñàííûì â ëàãðàíæåâûõ

êîîðäèíàòàõ

Ÿ = − ∂Φ

∂Y
− 1

ρ

∂p

∂Y
, Ÿ i = −JJ ji ∂Φ

∂rj
− JJ ji

ρ0

∂p

∂rj
. (8.6)

8.2.2 Ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ãðàíèöà æèäêîñòè èëè êàêàÿ-ëèáî åå ÷àñòü

ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé. Òîãäà ïîëîæåíèå ãðàíèöû îáëàñòè ∂Ω = ∂Ωt äîëæ-

íî áûòü îïèñàíî äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè. Â ýéëåðîâîì ïîäõîäå ýòî

ïîòðåáóåò ââåäåíèÿ íîâîé íåçàâèñèìîé ôóíêöèè, à çäåñü îêàçûâàåòñÿ

äîñòàòî÷íûì èñïîëüçîâàíèå òîé æå ñàìîé ïåðåìåííîé Y(r, t), âàðèàöèÿ

êîòîðîé íà ãðàíèöå òåïåðü íå áóäåò ñâÿçàíà óñëîâèåì (8.5). Êðîìå òî-

ãî, â äåéñòâèè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ íîâûå ÷ëåíû, çàäàâàåìûå ãðàíè÷íûìè

èíòåãðàëàìè, íàïðèìåð, ýíåðãèÿ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ æèäêîñòè

L→ L− E.,

êîòîðàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

E. = τ

∫
∂Ωt

dS = τ

∫
∂Ωt

nidSi = τ

∫
Ωt

∇ · ndY, (8.7)

ãäå ni � âåêòîð åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëè íà ãðàíèöå îáëàñòè, ãëàäêî

ïðîäîëæåííûé íà âñþ îáëàñòü. Ðàññìîòðåíèå òàêèõ çàäà÷ ìîæíî ïðîâî-

äèòü íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî â ãëàâàõ 3,4 ôîðìàëèçìà, êîòîðûé, îäíà-

êî, äîëæåí áûòü íåñêîëüêî îáîáùåí. Ââåäåì ôóíêöèþ PΩ(Y), êîòîðàÿ

ïîëîæèòåëüíà âñþäó âíóòðè îáëàñòè Ω, ðàâíà íóëþ íà ãðàíèöå ∂Ω è îò-

ðèöàòåëüíà ñíàðóæè. Òîãäà ìû ìîæåì ôîðìàëüíî ïðåäñòàâèòü èíòåãðàë

ïî îáëàñòè Ω êàê èíòåãðàë ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó Rn:∫
Ω

fdY =

∫
θ(PΩ)fdY. (8.8)
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Òðåáóåìîå îáîáùåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû íå

ðàññìàòðèâàëè PΩ êàê âàðüèðóåìóþ âåëè÷èíó, òåïåðü ýòî íåîáõîäèìî

äåëàòü. Â ïðåäïîëîæåíèè ÷òî∇PΩ 6= 0 íà ∂Ω, âåêòîð åäèíè÷íîé âíåøíåé

íîðìàëè ê ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëîé

n = − ∇PΩ

|∇PΩ|
.

Ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ æèäêîñòè (8.7) òîãäà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

E. = τ

∫
θ(PΩ)∇ · ndY = −τ

∫
(∇θ · n) dY.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∂θ(PΩ)

∂Y i
=
dθ(PΩ)

dPΩ

∂PΩ

∂Y i
,

dθ(PΩ)

dPΩ

=

(
∇θ(PΩ) · ∇PΩ

|∇PΩ|2

)
, (8.9)

ò.å.

E. = τ

∫
dθ(PΩ)

dPΩ

|∇PΩ|dY.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

K = ∇ · n.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íà ãðàíèöå K ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì âòîðîé ôóíäà-

ìåíòàëüíîé ôîðìû ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè. Òîãäà

E. = τ

∫
Ωt

KdY = τ

∫
θ(PΩ)KdY.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ åñòåñòâåííîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íàì íåîáõîäèìî íàé-

òè âàðèàöèþ ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðè âàðüèðîâàíèè ôóíêöèè Y(r, t). Ðàñ-

ñìîòðèì ñíà÷àëà âàðèàöèþ ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ïî ôóíêöèè PΩ:

δE. = τ

∫
dθ(PΩ)

dPΩ

δPΩKdY + τ

∫
θ(PΩ)δKdY.

Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå îáðàùàåòñÿ â íóëü (îïóñêàÿ dY â èíòå-

ãðàëàõ): ∫
θ(PΩ)δK =

∫
θ(PΩ)δ∇ · n = −

∫
∇θ(PΩ)δn =

= −
∫

dθ

dPΩ

|∇PΩ| (n · δn) = 0, (8.10)
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òàê êàê âêëàä â èíòåãðàë äàåò òîëüêî ãðàíèöà ∂Ω, à íà ãðàíèöå âàðèàöèÿ

åäèíè÷íîé íîðìàëè îðòîãîíàëüíà ñàìîé íîðìàëè. Òàêèì îáðàçîì,

δE. = τ

∫
dθ

dPΩ

KδPΩdY.

Ýòà ôîðìóëà â åå íåïîñðåäñòâåííîì âèäå ïîíàäîáèòñÿ íàì ïîçæå ïðè

ðàññìîòðåíèè çàäà÷è â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ. Çäåñü æå ìû äîëæíû

èñêàòü âàðèàöèþ δE. ïî îòíîøåíèþ ê δY, òàê êàê PΩ íå ÿâëÿåòñÿ íåçà-

âèñèìîé ïåðåìåííîé ïðè èñïîëüçîâàíèè ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ. Äåëî

â òîì, ÷òî îáëàñòü èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò r, à èìåííî, Ω0, íå èçìåíÿåòñÿ

äàæå â ñëó÷àå èçìåíÿþùåéñÿ îáëàñòè Ω.

Âìåñòî ôóíêöèè PΩ(Y, t), ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè Ω, äëÿ îáëàñòè

Ω0 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ

PΩ0(r) = PΩ(Y(r, t), t),

èëè

PΩ(x, t) = PΩ0(R(x, t)).

Ôóíêöèÿ PΩ0
(r) íå ïîäëåæèò âàðüèðîâàíèþ òàê æå, êàê è ôóíêöèè ρ0(r)

è s0(r). Èòàê, ñëåäóåò ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå

δPΩ =
∂PΩ

∂Y
δY =

∂PΩ0

∂rj
J jiδY i.

Òîãäà

δE. = τ

∫
dθ

dPΩ

∂PΩ

∂Yi
KδY idY,

èëè, ó÷èòûâàÿ (8.9),

δE. = τ

∫
θ,jKJJ

jiδY idr = −τ
∫
Ω0

∂j(KJJ
jiδY i)dr.

Ýòîò ÷ëåí âìåñòå ñ ïîâåðõíîñòíûì ÷ëåíîì, ñîäåðæàùèìñÿ â ôîðìóëå

(8.4), äàåò íàì ïîëíûé ïîâåðõíîñòíûé âêëàä â âàðèàöèþ äåéñòâèÿ â ñëó-

÷àå ñâîáîäíîé ãðàíèöû:

(δS). =

t2∫
t1

dt

∫
Ω0

∂j
(
(p− τK)JJ jiδY i

)
dr =

t2∫
t1

dt

∮
∂Ω0

(p− τK)JJ jiδY idSj.
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Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà òðåáóåò îáðàùåíèÿ ýòîãî âûðàæå-

íèÿ â íîëü, à òàê êàê âàðèàöèÿ δY çäåñü ïðîèçâîëüíà, ìû ïîëó÷àåì òàê

íàçûâàåìûå åñòåñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ [2, 77]:

(p− τK)
∣∣
∂Ω0

= 0. (8.11)

Ïîñêîëüêó ãðàíèöà ïåðåõîäèò â ãðàíèöó ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ r →
Y(r, t), ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñòàíäàðòíîì âèäå [78]:

(p− τK)
∣∣
∂Ω

= 0. (8.12)

8.3 Ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì â ëàãðàíæåâûõ ïåðå-

ìåííûõ

8.3.1 Ôèêñèðîâàííàÿ ãðàíèöà

Èç ôîðìóëû äëÿ âàðèàöèè äåéñòâèÿ (8.4) î÷åâèäíî îïðåäåëåíèå èìïóëü-

ñîâ, êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ ê ïåðåìåííûì Y(r, t),

M(r, t) = ρ0(r)Ẏ(r, t), {Y i(r, t),Mj(r
′, t)} = δijδ(r, r

′).

Ñòàíäàðòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ëàãðàíæèàíà (8.2) ïðèâîäèò ê

ãàìèëüòîíèàíó

H =

∫
Ω0

(
M2

2ρ0

+ ρ0Φ(Y) + ρ0ε(ρ(Y), s0)

)
dr. (8.13)

Â âàðèàöèè ãàìèëüòîíèàíà

δH =

∫
Ω0

(
δM

[
M

ρ0

]
+ δY

[
ρ0
∂Φ

∂Y
+ J

∂p

∂Y

])
dr−

∫
∂Ω0

pJJ jiδY idSj

ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (8.5) ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îáðàùàåòñÿ â íîëü,

÷òî ïîçâîëÿåò íàçûâàòü âàðèàöèîííûìè ïðîèçâîäíûìè âûðàæåíèÿ, ñòî-

ÿùèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, è ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ èìåþò ïðèâû÷-

íûé âèä

Ẏ = {Y,H} =
δH

δM
, Ṁ = {M,H} = − δH

δY
, (8.14)
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ò.å.

Ẏ =
M

ρ0

, Ṁ = −ρ0
∂Φ

∂Y
− J ∂p

∂Y
. (8.15)

Ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ óðàâíåíèé ëàãðàíæåâûì (8.6) î÷åâèäíà. (8.6). ×òî

êàñàåòñÿ òîæäåñòâà ßêîáè, òî, êàê áûëî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ïîêàçà-

íî íàìè â ãëàâàõ 3,4, êàíîíè÷åñêàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà, ïîâåðõíîñòíûå ÷ëå-

íû â êîòîðîé ïîëó÷åíû íà îñíîâå [37, 38], óäîâëåòâîðÿåò åìó íåçàâèñèìî

îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

8.3.2 Ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà

Äîïîëíèì ãàìèëüòîíèàí (8.13) ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèåé

H =

∫
Ω0

(
M2

2ρ0

+ ρ0Φ(Y) + ρ0ε (ρ(Y), s0)

)
dr + τ

∫
∂Ω

nidSi.

Åãî âàðèàöèÿ èìååò âèä

δH =

∫
Ω0

(
δM

[
M

ρ0

]
+ δY

[
ρ0
∂Φ

∂Y
+ J

∂p

∂Y

])
dr−

∫
∂Ω0

(p− τK)JJ jiδY idSj,

ïðè÷åì âàðèàöèÿ δY ñâîáîäíà íà ãðàíèöå. Îòñþäà íàõîäèì ïîëíûå âà-

ðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå

δH

δY i
= θ(PΩ0)

[
ρ0
∂Φ

∂Y i
+ J

∂p

∂Y i

]
+
∂θ(PΩ0)

∂ri
[p− τK] ,

δH

δM i
= θ(PΩ0)

[
M i

ρ0

]
.

Ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ôîðìàëüíî ñî-

õðàíÿþò òîò æå âèä, ÷òî è â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîé ãðàíèöû (8.14).

Îäíàêî â íèõ ïðèñóòñòâóåò ñèíãóëÿðíûé âêëàä, ïðîïîðöèîíàëüíûé δ-

ôóíêöèè. Òðåáîâàíèå èñ÷åçíîâåíèÿ ýòîãî âêëàäà âåäåò ê ñòàíäàðòíûì

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (8.11). Â äàííîì ñëó÷àå, êîãäà ñêîáêà Ïóàññîíà ÿâ-

ëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé è, ñëåäîâàòåëüíî, óëüòðàëîêàëüíîé,

{F,G} = −dF dG Ψ =

∫ (
δF

δY i

δG

δMi

− δG

δY i

δF

δMi

)
dr,
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ýòî òðåáîâàíèå ýêâèâàëåíòíî îáðàùåíèþ â íîëü ïîâåðõíîñòíîãî ÷ëåíà

â âàðèàöèè ãàìèëüòîíèàíà, ò.å. òðåáîâàíèþ åãî �äèôôåðåíöèðóåìîñòè�

ïî Ðåäæå è Òåéòåëüáîéìó [1]. Íèæå ìû óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ íåóëüòðàëî-

êàëüíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà ýòè äâà óñëîâèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè.

Îòíîñèòåëüíî òîæäåñòâà ßêîáè îñòàåòñÿ â ñèëå àðãóìåíòàöèÿ, ïðèâåäåí-

íàÿ âûøå â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîé ãðàíèöû, ïîñêîëüêó ãðàíèöà îáëàñòè

∂Ω0 íå ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé.

Îòìåòèì, ÷òî è â ðàáîòå [69], è â íàøåé ðàáîòå [37], èìåííî âîçìîæ-

íîñòü ïðèñóòñòâèÿ íåíóëåâûõ ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ â âàðèàöèè ãàìèëü-

òîíèàíà äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïîñëóæèëà ñòèìóëîì ê ìîäèôè-

êàöèè ñòàíäàðòíîé ôîðìóëû äëÿ ñêîáîê Ïóàññîíà. Îäíàêî â ïóáëèêà-

öèè [70] áûëî ñïðàâåäëèâî îòìå÷åíî, ÷òî êàê ðàç ýòîò ïîâåðõíîñòíûé

âêëàä äîëæåí èñ÷åçàòü âñëåäñòâèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïîäîáíûå âêëà-

äû, êàê ìû óâèäèì íèæå, èãðàþò ðîëü ëèøü â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ,

êîãäà ñêîáêè Ïóàññîíà íåóëüòðàëîêàëüíû.

8.4 Ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì â ýéëåðîâûõ ïåðåìåí-

íûõ

8.4.1 Ôèêñèðîâàííàÿ ãðàíèöà

Ïåðåõîä îò ëàãðàíæåâà îïèñàíèÿ ê ýéëåðîâó â ãàìèëüòîíîâîì ôîðìà-

ëèçìå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìåíó ïåðåìåííûõ áîëåå îáùåãî òèïà, ÷åì

òå, êîòîðûå îáû÷íî âñòðå÷àþòñÿ â òåîðèè ïîëÿ. Îò÷àñòè ïîäîáíàÿ çà-

ìåíà íàïîìèíàåò ïðåîáðàçîâàíèÿ îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, êîãäà

êîîðäèíàòû íà÷èíàþò çàâèñåòü îò ìåòðèêè (c-÷èñëà íà÷èíàþò çàâèñåòü

îò q-÷èñåë â êâàíòîâîé òåîðèè)

Mi(r, t)dr = πi (Y(r, t), t) dY,

èëè

πi(x, t) =

∫
Ω0

δ (x−Y(r, t))Mi(r, t)dr.

186



Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ñâÿçûâàþò ïëîòíîñòè ìàññû â äâóõ ïîäõîäàõ

ρ0(r)dr = ρ (Y(r, t), t) dY, ρ(x, t) =

∫
Ω0

δ (x−Y(r, t)) ρ0(r)dr,

à ôîðìóëû äëÿ ýíòðîïèè îòëè÷àþòñÿ, ïîñêîëüêó ýòà âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ

ñêàëÿðîì, à íå ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòüþ

s(x, t) = s0 (R(x, t)) , s(x, t) =

∫
Ω0

δ (r−R(x, t)) s0(r)dr. (8.16)

Çäåñü

R (Y(r, t), t) ≡ r, Y (R(x, t), t) ≡ x.

Åñëè ïåðåìåííûå èìïóëüñîâ Mi(r, t) çàìåíÿþòñÿ â ýéëåðîâîì ïîäõîäå

ðàâíûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû πi(x, t), òî ìåñòî êîîðäèíàò Y i(r, t)

çàíèìàþò íîâûå ïåðåìåííûå ρ(x, t), s(x, t), ÷èñëî êîòîðûõ, âîîáùå ãî-

âîðÿ, îòëè÷àåòñÿ îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Ìû óâèäèì, êðîìå òîãî,

÷òî ñêîáêè Ïóàññîíà äàæå äëÿ �íîâûõ èìïóëüñîâ� πi áóäóò îòëè÷íû îò

êàíîíè÷åñêèõ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîáîê Ïóàññîíà ìåæäó íîâûìè ïåðåìåííûìè óäîáíî

ïåðåéòè ê ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëàì, íàïðèìåð,

π(λ) =

∫
Ω

dxλi(x)πi(x) =

∫
Ω

dx

∫
Ω0

drλi(x)δ (x−Y(r, t))Mi(r, t) =

=

∫
Ω0

drλi (Y(r, t))Mi(r, t).

Òîãäà

{π(λ), π(µ)} =

∫
Ω0

dr

∫
Ω0

dr′{λi(Y(r, t))Mi(r, t), µ
j(Y(r′, t))Mj(r

′, t)} =

=

∫
Ω0

dr

∫
Ω0

dr′
(
{λi(Y(r, t)),Mj(r

′, t)}Mi(r, t)µ
j(Y(r′, t)) +

+ {Mi(r, t), µ
j(Y(r′, t))}λi(Y(r, t))Mj(r

′, t)
)

=

= −
∫
Ω0

dr[λ, µ]iMi = −
∫
Ω

dx[λ, µ]iπi = −π([λ, µ]), (8.17)

ãäå

[λ, µ]i = λjµi,j − µjλi,j.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

{ρ(λ), π(µ)} = ρ(µiλ,i). (8.18)

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå â ãëàâàõ 3,4 ïðàâèëà, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

íà ëîêàëüíîì ÿçûêå ðàâåíñòâà (8.17), (8.18) îçíà÷àþò

{πi(x), πj(x
′)} = πi(x

′)δ,j(x
′,x)− πj(x)δ,i(x,x

′), (8.19)

{ρ(x), πi(x
′)} = ρ(x′)δ,i(x

′,x). (8.20)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ñêîáêè ñîîòâåòñòâóþò îáû÷íîé ðåàëè-

çàöèè àëãåáðû äèôôåîìîðôèçìîâ, ãåíåðàòîðàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïå-

ðåìåííûå πi(x).

Ñêîáêà äëÿ ρ(x) ñîîòâåòñòâóåò çàêîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêàëÿðíîé ïëîò-

íîñòè. Â îòëè÷èå îò ρ(x), s(x) ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ñêàëÿð, ÷òî îçíà÷àåò

{s(x), π(x′)} = −s,iδ(x,x′). (8.21)

Î÷åâèäíî, ÷òî îñòàëüíûå ñêîáêè îáðàùàþòñÿ â íîëü.

Ñêîáêè Ïóàññîíà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ îò ïå-

ðåìåííûõ πi(x), ρ(x), s(x) ñ ó÷åòîì âñåõ ãðàíè÷íûõ ÷ëåíîâ ìîãóò áûòü

ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííûõ íà îñíîâå íàøåãî ôîðìàëèçìà â

ãëàâå 4 ïóàññîíîâà áèâåêòîðà, îïåðàöèé âíóòðåííåãî óìíîæåíèÿ è äèô-

ôåðåíöèàëà (ïîëíîé âàðèàöèè ëîêàëüíîãî ôóíêöèîíàëà):

{F,G} = −dF dG Ψ.

Íàïðèìåð, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà ãðàíèöà îáëàñòè Ω íåïîäâèæíà,

è êîãäà ïðèñóòñòâóåò òîëüêî çàâèñèìîñòü îò ñàìèõ ôóíêöèé πi(x), ρ(x),

s(x), íî íå îò èõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîëó÷àåì

{F,G} =

∫
Ω

dx

[
ρ

(
∂i

(
∂f

∂ρ

)
∂g

∂πi
− ∂i

(
∂g

∂ρ

)
∂f

∂πi

)
−

−s,i
(
∂f

∂s

∂g

∂πi
− ∂g

∂s

∂f

∂πi

)
+ πi

(
∂j

(
∂f

∂πi

)
∂g

∂πj
− ∂j

(
∂g

∂πi

)
∂f

∂πj

)]
.

Âèä ãàìèëüòîíèàíà ïðè ïåðåõîäå ê ýéëåðîâûì ïåðåìåííûì ïî÷òè íå èç-

ìåíÿåòñÿ

H =

∫
Ω

dx

(
π2

2ρ
+ ρΦ(x) + ρε(ρ, s)

)
. (8.22)

188



Åãî âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû

δH

δπi
= θ

πi
ρ
,

δH

δρ
= θ

(
− π2

2ρ2
+ Φ + ε+

p

ρ

)
,

δH

δs
= θρ

∂ε

∂s
= θρT.

Ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ âíóòðåííåãî óìíîæå-

íèÿ äèôôåðåíöèàëà ãàìèëüòîíèàíà íà ïóàññîíîâ áèâåêòîð ñîãëàñíî îá-

ùåìó ôîðìàëèçìó ãëàâû 4. Óäîáíî ïåðåïèñàòü ýòè óðàâíåíèÿ ÷åðåç ýé-

ëåðîâó ñêîðîñòü vi = πi/ρ

ρ̇ = −
(
ρvi
)
,i
, (8.23)

ṡ = −vis,i, (8.24)

v̇i = −vjvi,j − Φ,i −
p,i
ρ
, (8.25)

ãäå p = ρ2∂ε/∂ρ. Äëÿ ïðîâåðêè òîæäåñòâà ßêîáè çäåñü ìîæíî âîñïîëüçî-

âàòüñÿ ìåòîäîì, èçëîæåííûì è îáîñíîâàííûì â ãëàâå 4. Â äåéñòâèòåëü-

íîñòè, íàøè ðàñ÷åòû îòëè÷àþòñÿ îò ñòàíäàðòíûõ, îïèñàííûõ, íàïðèìåð,

â êíèãå Îëâåðà [79], òîëüêî ó÷åòîì âñåõ ãðàíè÷íûõ âêëàäîâ. Áèâåêòîð,

îïðåäåëÿþùèé ñêîáêó Ïóàññîíà, èìååò âèä

Ψ =
1

2

∫ ∫
δ

δφA(x)
{φA(x), φB(y)} ∧ δ

δφB(y)
=

=
1

2

∫ ∫
δ

δπi(x)
{πi(x), πj(y)} ∧ δ

δπj(y)
+

+
δ

δρ(x)
{ρ(x), πi(y)} ∧ δ

δπi(y)
+

δ

δπi(x)
{πi(x), ρ(y)} ∧ δ

δρ(y)
+

+
δ

δs(x)
{s(x), πi(y)} ∧ δ

δπi(y)
+

δ

δπi(x)
{πi(x), s(y)} ∧ δ

δs(y)
.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé è èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì äðóãóþ åãî çàïèñü:

Ψ =

∫
πiDj

(
δ

δπi

)
∧ δ

δπj
+ ρDi

(
δ

δρ

)
∧ δ

δπi
− s,i

δ

δs
∧ δ

δπi
.

Òîãäà íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî

dΨ =

∫
δπiDj

(
δ

δπi

)
∧ δ

δπi
+ δρDi

(
δ

δρ

)
∧ δ

δπi
− (δs),i

δ

δs
∧ δ

δπi
,
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

dΨ Ψ =

∫
πiDk

[
Dj

(
δ

δπi

)
∧ δ

δπj

]
∧ δ

δπk
−Dj

(
δ

δπi

)
∧ δ

δπj
∧ πkDi

(
δ

δπk

)
−

− Dj

(
δ

δπi

)
∧ δ

δπj
∧ ρDi

(
δ

δρ

)
+ s,iDj

(
δ

δπi

)
∧ δ

δπj
∧ δ

δs
+

+ Dk

[
Di

(
δ

δρ

)
∧ δ

δπi

]
∧ ρ δ

δπk
+

δ

δs
∧ δ

δπi
∧Di

(
s,k

δ

δπk

)
.

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ñîõðàíÿÿ ïîëíûå äèâåðãåíöèè, íåòðóäíî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî ýòî âûðàæåíèå îáðàùàåòñÿ â íîëü òî÷íî, à íå ïî ìîäóëþ äè-

âåðãåíöèé. Ýòî îçíà÷àåò îáðàùåíèå â íîëü ñêîáêè Ñõîóòåíà-Íåéåíõåéñà

áèâåêòîðà Ψ ñ ñàìèì ñîáîé, ïîñêîëüêó äëÿ áèâåêòîðîâ

[Ψ,Ψ]SN = dΨ Ψ + (−1)2·2
dΨ Ψ = 2dΨ Ψ,

÷òî, êàê áûëî ïîêàçàíî â ãëàâå 4, ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ òîæäåñòâà

ßêîáè ïðè ïðîèçâîëüíûõ ëîêàëüíûõ ôóíêöèîíàëàõ:

{{F,G}, H}+ {{H,F}, G}+ {{G,H}, F} = −[Ψ,Ψ]SN(dF, dG, dH). (8.26)

8.4.2 Ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà

Åñëè â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ íàì äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ãðàíèöû

õâàòèëî òåõ æå ïåðåìåííûõ, ÷òî è â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíèöà íåïîäâèæíà,

òî çäåñü íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ââåäåííóþ âûøå ôóíêöèþ PΩ(x, t)

êàê íåçàâèñèìóþ äèíàìè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ. Äëÿ ýòîé ôóíêöèè ñïðà-

âåäëèâû ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå (8.16):

PΩ(x, t) = P0(R(x, t)), PΩ(x, t) =

∫
Ω0

δ(r−R(x, t))P0(r)dr,

ïîýòîìó åå ñêîáêè Ïóàññîíà àíàëîãè÷íû ñêîáêàì äëÿ ïåðåìåííîé óäåëü-

íîé ýíòðîïèè s(x, t)

{PΩ(x, t), πi(x′, t)} = −PΩ,iδ(x,x
′),

à ñêîáêè ñ äðóãèìè ïåðåìåííûìè îáðàùàþòñÿ â íîëü.
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Â ñëó÷àå ñâîáîäíîé ãðàíèöû ãàìèëüòîíèàí çàâèñèò îò ôóíêöèè PΩ è

÷åðåç àðãóìåíò θ-ôóíêöèè è ÷åðåç âûðàæåíèå äëÿ ïîâåðõíîñòíîé ýíåð-

ãèè (8.7)

H =

∫
θ(PΩ)

[
π2

2ρ
+ ρΦ(x) + ρε(ρ, s) + τ∇ · n

]
dx, (8.27)

ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò è çàâèñèìîñòü îò ïðîñòðàí-

ñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ PΩ äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Îäíàêî,

ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (8.10) ïîëíàÿ âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ãàìèëü-

òîíèàíà ïî PΩ ðàâíà

δH

δPΩ

=
dθ

dPΩ

[
π2

2ρ
+ ρΦ(x) + ρε(ρ, s) + τ∇ · n

]
, (8.28)

èëè
δH

δPΩ

= θ,i
PΩ,i

|PΩ,i|2

[
π2

2ρ
+ ρΦ(x) + ρε(ρ, s) + τK

]
,

à ïðîèçâîäíûå ïî îñòàëüíûì ïåðåìåííûì ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì ôèê-

ñèðîâàííîé ãðàíèöû íå èçìåíÿþòñÿ.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì ãëàâ 3,4, ñ ïîìîùüþ ïóàññîíîâà áèâåêòîðà

Ψ =
1

2

∫ ∫
δ

δφA(x)
∧ δ

δφB(y)
{φA(x), φB(y)}dxdy =

=

∫
πiDj

(
δ

δπi

)
∧ δ

δπj
+ ρDi

(
δ

δρ

)
∧ δ

δπi
− s,i

δ

δs
∧ δ

δπi
− PΩ,i

δ

δPΩ

∧ δ

δπi
,

è îïåðàöèè âíóòðåííåãî óìíîæåíèÿ íàõîäèì ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïî-

ëå:

−dH Ψ =

∫
θ
[
−vis,i

] δ
δs

+ θ
[
−viPΩ,i

] δ

δPΩ

+ θ [−πi,i]
δ

δρ
+

+ θ [−(πivj),j − ρ∂iΦ− ∂ip]
δ

δπi
− θ,i [p− τK]

δ

δπi
.

Òðåáîâàíèå îòñóòñòâèÿ â ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèÿõ ñèíãóëÿðíûõ âêëà-

äîâ âåäåò íàñ ê óæå èçâåñòíîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (8.12). Íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòàðûå óðàâíåíèÿ

(8.23), (8.25) è (8.24), à òàêæå îäíî íîâîå óðàâíåíèå

ṖΩ = −(v · ∇)PΩ. (8.29)

Â äàííîì ñëó÷àå î÷åâèäíî, ÷òî òðåáîâàíèå èñ÷åçíîâåíèÿ ãðàíè÷íûõ

÷ëåíîâ â âàðèàöèè ãàìèëüòîíèàíà (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, â åãî ïîëíûõ
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âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ (8.28)) ïðèâåäåò ê ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ, îò-

ëè÷íîìó îò îáùåïðèíÿòîãî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îáùåé ïîñòàíîâêå çà-

äà÷è, êîãäà êàíîíè÷åñêèé âûáîð ïåðåìåííûõ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ çàðà-

íåå, êðèòåðèé âûáîðà ïîâåðõíîñòíûõ âêëàäîâ Ðåäæå-Òåéòåëüáîéìà [1]

äîëæåí áûòü çàìåíåí íà òðåáîâàíèå èñêëþ÷åíèÿ ñèíãóëÿðíîãî âêëàäà â

ãàìèëüòîíîâîì âåêòîðíîì ïîëå (ò.å. â ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèÿõ äâè-

æåíèÿ).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâà ßêîáè çäåñü íå ìî-

æåò áûòü ïðîâåäåíî ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ñêîáêè Ñõîóòåíà-Íåéåíõåéñà áè-

âåêòîðà Ψ ñ ñàìèì ñîáîé, ïîñêîëüêó â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêîé îáëàñòè Ω

äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèÿ (8.26), ïðåäëîæåííîå â ãëàâå 4, íåïðèìåíè-

ìî.

8.5 Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï â ýéëåðîâûõ ïåðåìåí-

íûõ

Åñòåñòâåííî çàäàòüñÿ âîïðîñîì: íåëüçÿ ëè ïîëó÷èòü ãàìèëüòîíîâ ôîð-

ìàëèçì äëÿ ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåì ïà-

ðàãðàôå, íåïîñðåäñòâåííî èç ñîîòâåòñòâóþùåãî âàðèàöèîííîãî ïðèíöè-

ïà, áåç àïåëëÿöèè ê ãàìèëüòîíîâó ôîðìàëèçìó â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåí-

íûõ? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, áåçóñëîâíî, áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, îäíàêî

ñàìî ïîñòðîåíèå ýòîãî âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà íå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì

è çàñëóæèâàåò ñïåöèàëüíîãî îáñóæäåíèÿ. Èíòåðåñíî, ÷òî îíî ïîñëóæèëî

�çàâÿçêîé� êíèãè Êóïåðøìèäòà (ñì. [71, Ââåäåíèå]). Çàèíòåðåñîâàííîãî

÷èòàòåëÿ ìû ìîæåì òàêæå îòîñëàòü ê ïóáëèêàöèÿì [72, 81, 82].

8.5.1 Ôèêñèðîâàííàÿ ãðàíèöà

Çàäóìàåìñÿ ñíà÷àëà î âîçìîæíîñòè îáðàòíîãî ïåðåõîäà (ñïðàâà íàëå-

âî ïî äèàãðàììå 8.1): êàê íàéòè ëàãðàíæèàí è ïåðåìåííûå, îò êîòîðûõ

îí äîëæåí çàâèñåòü, åñëè èçâåñòåí ãàìèëüòîíèàí (â äàííîì ñëó÷àå, êàê

ôóíêöèîíàë îò πi(x), ρ(x) è s(x)) è ñêîáêè Ïóàññîíà äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ
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ïåðåìåííûõ? Êîíå÷íî, åñëè ïåðåìåííûå îêàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè, òî

äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà, íî â îáùåì ñëó-

÷àå ýòà çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé. Ïîñêîëüêó èìïóëüñû πi(x) èìå-

þò ìåæäó ñîáîé íåíóëåâûå ñêîáêè, ãàìèëüòîíèàí (8.22) íå ñîäåðæèò ñî-

ïðÿæåííûõ πi(x) êîîðäèíàò, à îáùåå ÷èñëî ïåðåìåííûõ íå îáÿçàòåëüíî

÷åòíî (íàïðèìåð, â R3 îíî ðàâíî ïÿòè), âûõîä çàêëþ÷àåòñÿ âî ââåäåíèè

âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîäâèæåíèÿ ïî ëåâîé âåðòèêàëüíîé ñòðåëêå äèà-

ãðàììû 8.1 âíèç ìû äîïîëíèì �íàèâíûé� ëàãðàíæèàí

L0 =

∫
Ω

dxρ

(
v2

2
− Φ(x)− ε(ρ, s)

)
,

êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç ëàãðàíæèàíà (8.2) ïðîñòîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ è

ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé (ñ äîáàâëåíèåì ê íåé

âíóòðåííåé) ýíåðãèé, íåñêîëüêèìè ñâÿçÿìè âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè

ëàãðàíæåâûìè ìíîæèòåëÿìè.

Â êà÷åñòâå ïåðâîé è íàèáîëåå î÷åâèäíîé ñâÿçè âîçüìåì óðàâíåíèå

íåïðåðûâíîñòè (çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû)

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0. (8.30)

Êðîìå òîãî, èñïîëüçóåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíòðîïèè

∂s

∂t
+ (v · ∇)s = 0, (8.31)

êîòîðûé ìîæíî ïåðåïèñàòü â êîìáèíàöèè ñ (8.30) òàê æå, êàê

∂(ρs)

∂t
+ div(ρsv) = 0.

Íàêîíåö, òðåáóåòñÿ íàëîæèòü óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå ñóùåñòâîâàíèå

ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîé ìàòåðèàëüíîé òî÷-

êå, íàõîäÿùåéñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè x, ìîæåò

áûòü ñîïîñòàâëåí åå �íîìåð� αµ, íàïðèìåð, êîîðäèíàòû åå íà÷àëüíîãî

ïîëîæåíèÿ R(x, t). Ýòîò �íîìåð� òîæå äîëæåí �ñîõðàíÿòüñÿ� â ïðîöåññå

äâèæåíèÿ æèäêîñòè
∂αµ
∂t

+ (v · ∇)αµ = 0. (8.32)
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Ïðè ýòîì ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, èëè äèàïàçîí èçìåíåíèÿ èíäåêñà µ,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà Rn, íàïðè-

ìåð, äëÿ n = 3 äîñòàòî÷íî îäíîé êîìïîíåíòû αµ. Â ðåçóëüòàòå, ïîêà ñ

òî÷íîñòüþ äî ïîâåðõíîñòíûõ âêëàäîâ, ìû ïðèõîäèì ê ëàãðàíæèàíó

L = L0 +

∫
Ω

dx

[
φ

(
∂ρ

∂t
+ div(ρv)

)
− η

(
∂s

∂t
+ (v · ∇)s

)
−

−βµ
(
∂αµ
∂t

+ (v · ∇)αµ

)]
,

èëè ê äåéñòâèþ

S =

t2∫
t1

dt

∫
Ω

dx

[
ρ

(
v2

2
− Φ(x)− ε(ρ, s)

)
+ φ

(
∂ρ

∂t
+ div(ρv)

)
−

−ηDs
Dt
− βµ

Dαµ
Dt

]
, (8.33)

ãäå
D

Dt
=

∂

∂t
+ (v · ∇),

à çíàêè ïåðåä η, βµ âûáðàíû äëÿ óäîáñòâà, òàê ÷òîáû â íèæåñëåäóþùåé

ôîðìóëå (8.34) áûëè òîëüêî ïëþñû. Âàðüèðîâàíèå äåéñòâèÿ ïî φ, η, βµ,

åñòåñòâåííî, äàåò íàøè äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ (8.30), (8.31), (8.32).

Âàðüèðóÿ (8.33) ïî ñêîðîñòè v, ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìîå ïðåäñòàâëå-

íèå Êëåáøà äëÿ ïåðåìåííîé ñêîðîñòè

v = ∇φ+
η

ρ
∇s+

βµ
ρ
∇αµ, (8.34)

îçíà÷àþùåå, ÷òî ñêîðîñòü ìîæíî ñ÷èòàòü âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé.

Âàðüèðóÿ äåéñòâèå (8.33) ïî ïëîòíîñòè ρ, ìû ïîëó÷àåì

v2

2
− Φ(x)− ε(ρ, s)− ρ∂ε

∂ρ
− φ̇− (v · ∇)φ = 0,

÷òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê óðàâíåíèå äëÿ ýâîëþöèè ïîòåíöèàëà φ:

φ̇ = −(v · ∇)φ+
v2

2
− Φ(x)− ε(ρ, s)− p

ρ
. (8.35)
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Ìû òàêæå ïîëó÷àåì íåçàâèñèìûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âàðüèðîâàíè-

åì (8.33) ïî s

η̇ = − div(ηv) + ρ
∂ε

∂s
, (8.36)

è ïî αµ
β̇µ = − div(βµv). (8.37)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ �ñòàðûõ� ïåðåìåííûõ

ρ, s îñòàëèñü ïðåæíèìè (8.23), (8.24).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òî æå ñàìîå ïðîèñõîäèò ñ óðàâíåíèåì (8.25) äëÿ

ñêîðîñòè v. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü (8.34) ïî âðåìåíè

è ïîäñòàâèòü â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ρ̇, φ̇, ṡ, η̇, α̇µ, β̇µ èç óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ (8.30), (8.35), (8.31), (8.36), (8.32), (8.37) ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàçóìååòñÿ, ìû ïîêà óìîë÷àëè î ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíàõ, âîçíèêàþùèõ

ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì â âàðèàöèè äåéñòâèÿ (8.33). Âûïèøåì èõ

â ÿâíîì âèäå

(δS). =

∫
Ω

dx [φδρ− ηδs− βµδαµ]t2t1 +

+

t2∫
t1

dt

∮
∂Ω

[v(φδρ− ηδs− βµδαµ) + ρφδv] · ndS. (8.38)

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå

n · v|∂Ω = 0,

îçíà÷àþùåå, êàê è â ïðåäûäóùèõ ÷àñòÿõ, íåïîäâèæíîñòü êðàÿ îáëàñòè

Ω, îáåñïå÷èâàåò îáðàùåíèå â íóëü âñåõ âêëàäîâ íà ïðîñòðàíñòâåííîé

÷àñòè ãðàíèöû, à âêëàä âðåìåíí�îé ÷àñòè èñ÷åçàåò, òàê êàê ïåðåìåííûå ρ,

s, αµ äîëæíû áûòü çàäàíû â íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû âðåìåíè.

8.5.2 Ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà

Äîáàâèì ê äåéñòâèþ (8.33) âêëàä ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè è áóäåì, êàê è
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ðàíüøå, îïèñûâàòü ñâîáîäíóþ ãðàíèöó ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè PΩ(x, t)

S =

t2∫
t1

dt

∫
θ(PΩ)

[
ρ

(
v2

2
− Φ(x)− ε(ρ, s)

)
+ φ

(
∂ρ

∂t
+ div(ρv)

)
−

− η
Ds

Dt
− βµ

Dαµ
Dt
− τ∇ · n

]
dx. (8.39)

Âàðèàöèÿ òàêîãî äåéñòâèÿ áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò âàðèàöèè äåéñòâèÿ (8.33)

ëèøü íåñêîëüêèìè íîâûìè ïîâåðõíîñòíûìè ÷ëåíàìè, âûïèøåì èõ îò-

äåëüíî:

(δ′S). =

t2∫
t1

dt

∫
dθ

dPΩ

(
ṖΩ (−φδρ+ ηδs+ βµδα) +

+ δPΩ

[
ρ

(
v2

2
− Φ(x)− ε(ρ, s)

)
+ φ

(
∂ρ

∂t
+ div(ρv)

)
−

−ηDs
Dt
− βµ

Dαµ
Dt
− τK

])
dx.

×ëåíû, ñòîÿùèå â ïåðâîé ñòðîêå, âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâà-

íèÿ ïî ÷àñòÿì ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè. Âàðüèðîâàíèå K íå

äàåò âêëàäà, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ñì. (8.10).

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ ðàíåå íàéäåííûì âêëàäîì (8.38),

êîòîðûé ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(δ′′S). =

t2∫
t1

∫
dx

∂

∂t

[
θ(PΩ)(φδρ− ηδs− βµδαµ)

]
−

−
t2∫
t1

dt

∫
∇θ(PΩ) · [v(φδρ− ηδs− βµδαµ) + ρφδv] dx,
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ïîëó÷àåì

(δS). =

∫
θ(PΩ)(φδρ− ηδs− βµδαµ)dx|t2t1 −

t2∫
t1

dt

∫
∇θ(PΩ) · (ρφδv) dx−

−
t2∫
t1

dt

∫
dθ

dPΩ

(ṖΩ + (v · ∇)PΩ)(φδρ− ηδs− βµδαµ)dx +

+

t2∫
t1

dt

∫
dθ

dPΩ

δPΩ

[
ρ

(
v2

2
− Φ(x)− ε(ρ, s)

)
+ φ

(
∂ρ

∂t
+ div(ρv)

)
−

− η
Ds

Dt
− βµ

Dαµ
Dt
− τK

]
dx.

×àñòü ÷ëåíîâ äàåò íàì ãðàíè÷íîå óñëîâèå

ṖΩ + (v · ∇)PΩ = 0,

äðóãàÿ ÷àñòü èñ÷åçàåò ïðè çàäàíèè ïîëåé íà âðåìåííûõ ãðàíèöàõ. Îä-

íàêî îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå íå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü èçâåñòíîå ãðàíè÷íîå

óñëîâèå (8.11). Êàê èçâåñòíî [2, 77], äâà äåéñòâèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ïîâåðõ-

íîñòíûìè ÷ëåíàìè, ïðèâîäÿò ê äâóì ðàçëè÷íûì åñòåñòâåííûì ãðàíè÷-

íûì óñëîâèÿì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äåéñòâèå (8.39) äîëæíî áûòü èçìåíåíî

íà íåêîòîðûé ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìû ïî-

ëó÷èì íóæíûé ðåçóëüòàò, âû÷èòàÿ èç (8.39) âûðàæåíèå

∆S =

t2∫
t1

dt

∫
Ω

(
∂

∂t
(ρφ) +∇ · (ρφv)

)
dx.

Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ïðàâèëüíûì óðàâíåíè-

ÿì äâèæåíèÿ è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì â ñëó÷àå ñâîáîäíîé ãðàíèöû, èìååò

âèä

S =

t2∫
t1

dt

∫
θ(PΩ)

[
ρ

(
v2

2
− Φ(x)− ε(ρ, s)

)
−

− ρ
Dφ

Dt
− ηDs

Dt
− βµ

Dαµ
Dt
− τK

]
dx.

(8.40)

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ ôîðìóëîé (8.35) ìû âèäèì, ÷òî íà óðàâíå-

íèÿõ äâèæåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà ñîâïàäàåò
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ñ äàâëåíèåì. Â ðàáîòå Ëþêà [72] äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåðíîãî

dx = dxdy, PΩ(x, y, t) = h(x, t)− y,

ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ v = ∇φ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ρ = 1, s =

const áåç ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ τ = 0 â ïîñòîÿííîì ãðàâèòàöèîí-

íîì ïîëå Φ(x) = gy áûëî âïåðâûå îòìå÷åíî, ÷òî äåéñòâèå (8.40), ïðèíè-

ìàþùåå âèä

S = −
t2∫
t1

dt

∫
dx

h(x,t)∫
dy

(
1

2
φx

2 +
1

2
φy

2 + φ̇+ gy

)
,

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íå òîëüêî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, íî è äèíàìè÷åñêèå

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè÷åì ïðèñóòñòâèå ñëà-

ãàåìîãî φ̇ â ïëîòíîñòè ëàãðàíæèàíà âåñüìà ñóùåñòâåííî, òàê êàê èìåííî

îíî ïîðîæäàåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó

ω =

∫
dxδh ∧ δφ,

ñîîòâåòñòâóþùóþ ñêîáêå Ïóàññîíà, îòêðûòîé â ïî÷òè îäíîâðåìåííîé ðà-

áîòå Çàõàðîâà [66].

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äåéñòâèå (8.40) ñ ðàâíûì óñïåõîì ìîæåò ïðè-

ìåíÿòüñÿ è â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîé ãðàíèöû îáëàñòè Ω.

8.6 Àëüòåðíàòèâíûé âûâîä ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèç-

ìà â ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ

Ïîêàæåì, ÷òî íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà äëÿ ýéëåðîâûõ ïåðå-

ìåííûõ, îáñóæäåííîãî â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ìîæåò áûòü ïîñòðîåí íî-

âûé ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì, ýêâèâàëåíòíûé ïîñòðîåííîìó âûøå ïóòåì

ðåäóêöèè ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà äëÿ ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ. Ýòî

ïîñòðîåíèå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî êàê ïî ìåòîäó Äèðàêà [12], òàê è îáðà-

ùåíèåì ìàòðèöû ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû (ìåòîä Ôàääååâà-Äæýêèâà [73]).
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8.6.1 Ôèêñèðîâàííàÿ ãðàíèöà

Â ïîäõîäå Äèðàêà äåéñòâèå (8.40), ãäå ïåðåìåííóþ v èñêëþ÷àåì ñ ïîìî-

ùüþ (8.34), ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïåðâè÷íûõ ñâÿçåé

πφ = −ρ, πρ = 0,

πs = −η, πη = 0,

πα = −β, πβ = 0.

Ïîñëå ýòîãî èùóòñÿ âòîðè÷íûå ñâÿçè, çàòåì ñòðîÿòñÿ ñêîáêè Äèðàêà è

èñêëþ÷àþòñÿ ñâÿçè âòîðîãî ðîäà.

Íà íàø âçãëÿä, ïðîöåäóðà Ôàääååâà-Äæýêèâà çäåñü ïðîùå. Íàõîäèòñÿ

ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà

ω =

∫
θ(P )(δφ ∧ δρ+ δs ∧ δη + δαµ ∧ δβµ)dx,

(çäåñü è íèæå ìû çàìåíèì ãðîìîçäêîå îáîçíà÷åíèå PΩ íà P ), èìåþùàÿ

ÿâíî êàíîíè÷åñêèé âèä, ÷òî ïîçâîëÿåò ñðàçó âûïèñàòü ñêîáêè Ïóàññîíà:

{ρ(x), φ(x′)} = δ(x,x′),

{η(x), s(x′)} = δ(x,x′),

{βµ(x), αν(x
′)} = δµνδ(x,x

′),

êîòîðûå çäåñü íå îòëè÷àþòñÿ îò òåõ ñêîáîê Äèðàêà, ÷òî ïîëó÷àþòñÿ â

äðóãîì ïîäõîäå. Ââåäåì âåëè÷èíû

π = ρ∇φ+ η∇s+ βµ∇αµ,

è âû÷èñëèì äëÿ íèõ ñêîáêè Ïóàññîíà. Îòâåò ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (8.19).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ôîðìóë (8.20), (8.21).

Ãàìèëüòîíèàí ïîëó÷àåòñÿ ñòàíäàðòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà è,

áóäó÷è âûðàæåí â ïåðåìåííûõ π, ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (8.22).

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ïîòåíöèàëîâ Êëåáøà ïîçâîëÿåò óñòà-

íîâèòü ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì è ãàìèëüòîíîâûì ôîð-

ìàëèçìîì â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ.
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8.6.2 Ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà

Äëÿ ïðîñòîòû ìû â ýòîé ÷àñòè ñ÷èòàåì, ÷òî αµ ìîæíî çàìåíèòü íà α.

Â ñëó÷àå ñâîáîäíîé ãðàíèöû íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü P êàê äèíàìè-

÷åñêóþ ïåðåìåííóþ. Ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè â äåéñòâèå (8.40) âõîäÿò â

âèäå
t2∫
t1

dt

∫
dxθ(P )(−ρφ̇− ηṡ− βα̇),

ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà îêàçûâàåòñÿ

ðàâíîé âûðàæåíèþ

ω =−
∫
dx (θ(P )(δρ ∧ δφ+ δη ∧ δs+ δβ ∧ δα)+

+ θ′(P )δP ∧ (ρδφ+ ηδs+ βδα)) .

Â ðàññìîòðåííîì Çàõàðîâûì [66] ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ íåñæè-

ìàåìîé æèäêîñòè ýòà ôîðìà ñâîäèòñÿ (ïðè ρ = 1) ê âèäó

ω =

∫
dxθ′(P )δφ ∧ δP,

ïîçâîëÿþùåìó ââåñòè êàíîíè÷åñêèå ñêîáêè Ïóàññîíà äëÿ ïàðû ñîïðÿ-

æåííûõ ïåðåìåííûõ: ïîòåíöèàëà ïîëÿ ñêîðîñòè íà ãðàíèöå è ïîëîæåíèÿ

ñàìîé ãðàíèöû.

Çäåñü äëÿ ïåðåõîäà ê ãàìèëüòîíîâó ôîðìàëèçìó ìû âîñïîëüçóåìñÿ

ìåòîäîì Äèðàêà [12]. Ââåäåì ñîïðÿæåííûå èìïóëüñû êî âñåì ïåðåìåí-

íûì, òàê ÷òî

{φ(x), πφ(y)} = {ρ(x), πρ(y)} = {s(x), πs(y)} = δ(x, y),

{η(x), πη(y)} = {α(x), πα(y)} = {β(x), πβ(y)} = {P (x), πP (y)} = δ(x, y),

è íàéäåì èç äåéñòâèÿ (8.40) èõ çíà÷åíèÿ, ïîëüçóÿñü ñòàíäàðòíîé ôîðìó-

ëîé

πi =
∂L
∂q̇i

.

Ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà çàâèñèò îò ñêîðîñòåé ëèíåéíî, ìû
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ïîëó÷àåì ñòîëüêî æå ïåðâè÷íûõ ñâÿçåé, ñêîëüêî ââåëè èìïóëüñîâ:

ψ1 = πφ + θ(P )ρ, ψ4 = πρ,

ψ2 = πs + θ(P )η, ψ5 = πη,

ψ3 = πα + θ(P )β, ψ6 = πβ,

ψ7 = πP .

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ïðèâîäèò ê çàòðàâî÷íîìó ãàìèëüòîíèàíó

H0 =

∫
dxθ(P )

(
1

2ρ
(ρ∇φ+ η∇s+ β∇α)2 + ρΦ + ρε(ρ, s) + τK

)
,

ñîâïàäàþùåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì (8.27), ñ òîé åäèíñòâåííîé ðàçíèöåé,

÷òî èìïóëüñû πi âûðàæåíû ÷åðåç ïåðåìåííûå Êëåáøà. Â íîâûõ ïåðåìåí-

íûõ, îäíàêî, ãàìèëüòîíèàí H0 íå äàåò ïðàâèëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

è äîëæåí áûòü äîïîëíåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïåðâè÷íûõ ñâÿçåé

H = H0 +

∫
dx

7∑
i=1

λiψi.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâûå 6 ñâÿçåé ÿâëÿþòñÿ ñâÿçÿìè 2-ãî ðîäà, ìàòðèöà èõ

ñêîáîê Ïóàññîíà

{ψi, ψj} =

 0 I

−I 0

 θ(P )δ(x, y)

èìååò îáðàòíóþ (çäåñü ìû äîëæíû ñ÷èòàòü åäèíè÷íûì îïåðàòîðîì θ(P )δ(x,y))

Cij(x,y) =

 0 −I
I 0

 θ(P )δ(x,y),

è ìîæíî îïðåäåëèòü ñêîáêè Äèðàêà ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîé ôîðìóëå

{f(x), g(y)}D = {f(x), g(y)}−

−
6∑

i,j=1

∫
dz

∫
dw{f(x), ψi(z)}Cij(z,w){ψj(w), g(y)}.

Òàêèì îáðàçîì ìû èçáàâëÿåìñÿ îò 6 ïåðâûõ èìïóëüñîâ è, ñîîòâåòñòâåííî,

îò 6 ïåðâûõ ñâÿçåé â ãàìèëüòîíèàíå

H =

∫
dx

[
θ(P )

(
1

2ρ
(ρ∇φ+ η∇s+ β∇α)2 + ρΦ + ρε(ρ, s) + τK

)
+ λPπP

]
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Âû÷èñëåíèå ñêîáîê Äèðàêà äëÿ îñòàâøèõñÿ 8 ïåðåìåííûõ äàåò ñîîòíî-

øåíèÿ:

{ρ(x), φ(y)}D = θ(P )δ(x,y), {ρ(x), πP (y)}D = −θ′(P )ρδ(x,y),

{η(x), s(y)}D = θ(P )δ(x,y), {η(x), πP (y)}D = −θ′(P )ηδ(x,y),

{β(x), α(y)}D = θ(P )δ(x,y), {β(x), πP (y)}D = −θ′(P )βδ(x,y),

{P (x), πP (y)} = δ(x,y).

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìå ìû òåïåðü ìîæåì ñî-

ïîñòàâèòü ïóàññîíîâ áèâåêòîð

Ψ =

∫
dx

[
θ(P )

(
δ

δρ
∧ δ

δφ
+

δ

δη
∧ δ

δs
+

δ

δβ
∧ δ

δα

)
+

+
δ

δπP
∧
(
− δ

δP
+ θ′(P )

(
ρ
δ

δρ
+ η

δ

δη
+ β

δ

δβ

))]
.

Äèôôåðåíöèàë ãàìèëüòîíèàíà èìååò âèä

dH =

∫
dx

δH

δφA
δφA, (8.41)

ãäå íåêîòîðûå ïîëíûå âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå ñîäåðæàò íåòðèâèàëü-

íûå ãðàíè÷íûå âêëàäû

δH

δρ
= θ(P )

(
v∇φ− v2

2
+ Φ + ε+

p

ρ

)
,

δH

δη
= θ(P )v · ∇s,

δH

δβ
= θ(P )v · ∇α,

δH

δφ
= −θ′(P )ρv · ∇P − θ(P )∇(ρv),

δH

δs
= −θ′(P )ηv · ∇P − θ(P ) (∇(ηv)− ρT ) ,

δH

δα
= −θ′(P )βv · ∇P − θ(P )∇(βv),

δH

δP
= θ′(P )

(
ρv2

2
+ ρΦ + ρε+ τK

)
,

δH

δπP
= λP .
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Îïåðàöèÿ âíóòðåííåãî óìíîæåíèÿ dH íà ïóàññîíîâ áèâåêòîð äàåò, ñ

òî÷íîñòüþ äî çíàêà, ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå,

−dH Ψ = [−θ′(P )ρ(λP + v · ∇P )− θ(P )∇(ρv)]
δ

δρ
+

+ [−θ′(P )η(λP + v · ∇P )− θ(P )(∇(ηv)− ρT )]
δ

δη
+

+ [−θ′(P )β(λP + v · ∇P )− θ(P )∇(βv)]
δ

δβ
+

+ θ′(P )(p− τK)
δ

δπ
− θ(P )v · ∇α δ

δα
+ λP

δ

δP
+

+ θ(P )

[
v2

2
− v · ∇φ− Φ− ε− p

ρ

]
δ

δφ
− θ(P ) [v · ∇s] δ

δs
,

ò.å. ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, íàïðèìåð,

Ṗ = λP . (8.42)

Òðåáîâàíèå îáðàùåíèÿ â íóëü âñåõ ñèíãóëÿðíûõ íà ãðàíèöå ÷ëåíîâ äàåò

äâà óðàâíåíèÿ

θ′(P )(λP + v · ∇P ) = 0, (8.43)

θ′(P )(p− τK) = 0, (8.44)

ó÷èòûâàÿ (8.42) ìû óçíàåì â íèõ âñå òå æå ñòàíäàðòíûå ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ (8.12), (8.29). Åñëè áû ìû èñõîäèëè çäåñü èç êðèòåðèÿ, âûäâèíóòîãî â

ðàáîòå Ðåäæå è Òåéòåëüáîéìà [1], ò.å. òðåáîâàëè áû èñ÷åçíîâåíèÿ ãðàíè÷-

íûõ ÷ëåíîâ â âàðèàöèè ãàìèëüòîíèàíà (8.41), òî ïîëó÷èëè áû íåâåðíûå

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, â ÷àñòíîñòè óñëîâèå íåïîäâèæíîñòè ãðàíèöû.

Ïîñëå ïðîâåäåííîãî ñîêðàùåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ÷ëåíîâ ïîëó÷åííûå óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ëàãðàíæåâûì.

8.7 Âûâîäû

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ [37, 38] ìåòîä ïðèìåíèì â

ãàìèëüòîíîâîì ïîäõîäå ê çàäà÷àì ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Îñîáåííîñòè

ýòîãî êëàññà ïðîáëåì ïðîÿâëÿþòñÿ â äàííîì ïîäõîäå, íà íàø âçãëÿä,

÷åòêî è ÿñíî.
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Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðè ðàáîòå ñ íåóëüòðàëîêàëüíûìè ñêîáêàìè

Ïóàññîíà îáùåïðèíÿòûé ìåòîä Ðåäæå è Òåéòåëüáîéìà [1] îêàçûâàåòñÿ

íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì, òàê êàê òðåáîâàíèå �äèôôåðåíöèðóåìîñòè� ãà-

ìèëüòîíèàíà âåäåò ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, îòëè÷íûì îò ñëåäóþùèõ èç

âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà, â òî æå âðåìÿ íå èñêëþ÷àÿ èç óðàâíåíèé äâè-

æåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî ãðàíè÷íîãî âêëàäà.

Íàøå òðåáîâàíèå ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåîáõî-

äèìî èñêëþ÷èòü âêëàäû ïðîïîðöèîíàëüíûå ãðàíè÷íûì δ-ôóíêöèÿì è

èõ ïðîèçâîäíûì â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ, ò.å. â ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîð-

íûõ ïîëÿõ. Íàðÿäó ñ ýòèì äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå òàêèõ ÷ëåíîâ â âàðèàöèè

ãàìèëüòîíèàíà èëè â ïóàññîíîâîì áèâåêòîðå.

Ýòè âûâîäû ïîäòâåðæäàþòñÿ è äðóãèìè ïðèìåðàìè [42, 43]. Ìû íà-

äååìñÿ, ÷òî îáñóæäàåìûé ïîäõîä îêàæåòñÿ ïîëåçíûì ïðè ðàññìîòðåíèè

ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè.

Ïðèëîæåíèå

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

∂

∂rj
(
JJ ji

)
= 0,

äëÿ ïåðåìåííûõ, çàäàííûõ ñîîòíîøåíèÿìè (8.3).

Ñîãëàñíî îáû÷íûì ïðàâèëàì âàðüèðîâàíèÿ äëÿ îïðåäåëèòåëÿ è îá-

ðàòíîé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâåííî, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

δJ = JJ lkδJkl, δJ ji = −J jkJ liδJkl.
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Òîãäà íàõîäèì
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(
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)
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(
∂Y k

∂rl
∂rl

∂Y i

)
+

+
∂Y k

∂rl
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∂Y k∂Y i

]
= 0.
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Çàêëþ÷åíèå

Ïåðå÷èñëèì çäåñü îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çà-

ùèòó.

1. Ïðåäëîæåí ìåòîä íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíûõ (èëè àñèìïòîòè÷åñêèõ)

çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèÿõ, îñíîâàííûé íà äî-

ïîëíåíèè êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà Ý. Íåòåð ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé, îáåñïå÷èâàþùèõ àñèìïòîòè÷åñêóþ ëèíåàðèçàöèþ ïîëåâûõ óðàâ-

íåíèé.

2. Âû÷èñëåíû ïîâåðõíîñòíûå ÷ëåíû â ïóàññîíîâîé àëãåáðå ãåíåðàòî-

ðîâ äåôîðìàöèé ãèïåðïîâåðõíîñòè îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, ëèíåàðèçóþùèõ ýòè ÷ëåíû

íà ôîíå ïëîñêîé ìåòðèêè è ïðè óñëîâèè, ÷òî êîîðäèíàòíûå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè Êèëëèíãà ýòîé

ïëîñêîé ìåòðèêè, ïóàññîíîâà àëãåáðà ðåàëèçóåò àëãåáðó Ïóàíêàðå.

3. Íàéäåíû íå çàâèñÿùèå îò âûáîðà ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé

ðåàëèçàöèè àëãåáðû Ïóàíêàðå. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ äåêàðòîâûõ

êîîðäèíàò ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ óëó÷øàþò ïðåäøåñòâîâàâøèå ðå-

çóëüòàòû.

4. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Àøòåêàðà, ëåæàùåå â îñíîâå íîâîãî
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íàïðàâëåíèÿ êâàíòîâàíèÿ ãðàâèòàöèè, ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ëèøü

ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâåðõíîñòíûõ ÷ëåíîâ. Âñëåäñòâèå ýòîãî îêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ íåòðèâèàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëî-

âèÿìè íåîáõîäèìî âíîñèòü ïîïðàâêè â ïîëó÷åííûå ðàíåå â ðàìêàõ

ïîäõîäà Àøòåêàðà ðåçóëüòàòû.

5. Äëÿ ïóàññîíîâîé àëãåáðû ãåíåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàí-

ñòâåííûõ êîîðäèíàò è êàëèáðîâî÷íûõ âðàùåíèé áàçèñíûõ òðèàä

ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò íåêàíîíè÷íîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Àøòåêàðà ñîâ-

ìåñòíî ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâîé ôîðìóëû äëÿ ñêîáêè Ïóàññîíà ïîç-

âîëÿåò îáåñïå÷èòü çàìûêàíèå àëãåáðû äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà è

ïîëÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ãðàíèöå îñòàþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè (ò.å.

ïðè ñâîáîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ).

6. Ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ó÷èòûâàòü ïîâåðõíîñòíûå âêëà-

äû, âîçíèêàþùèå ïðè âû÷èñëåíèè ñêîáîê Ïóàññîíà ìåæäó ëîêàëü-

íûìè ôóíêöèîíàëàìè, óæå íà ñòàäèè ñêîáîê äëÿ ïîäèíòåãðàëüíûõ

âûðàæåíèé. Îí îñíîâàí íà ÿâíîì ââåäåíèè â îïåðàöèè ñ δ-ôóíêöèåé

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ θ-ôóíêöèé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

7. Âïåðâûå óêàçàíî íà îãðàíè÷åííîñòü ïîäõîäà Ðåäæå è Òåéòåëüáîéìà

ê íåòðèâèàëüíûì ãðàíè÷íûì çàäà÷àì, ñîñòîÿùóþ â òîì, ÷òî êðîìå

ïîâåðõíîñòíûõ âêëàäîâ â ãàìèëüòîíèàí, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü è

àíàëîãè÷íûå âêëàäû â òåîðåòèêî-ïîëåâûå ñêîáêè Ïóàññîíà èëè â

ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó.

8. Íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ (ãèäðîäèíàìèêà, ôîðìàëèçì Àøòåêàðà

â ÎÒÎ) ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî â ñëó÷àÿõ, êîãäà ñêîáêè Ïóàññî-

íà ìåæäó ïåðåìåííûìè íå ÿâëÿþòñÿ óëüòðàëîêàëüíûìè, êðèòåðèé
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äèôôåðåíöèðóåìîñòè ãàìèëüòîíèàíà, âûäâèíóòûé Ðåäæå è Òåéòåëü-

áîéìîì, íåïðèìåíèì. Âçàìåí ïðåäëîæåí áîëåå îáùèé êðèòåðèé, òðå-

áóþùèé ðåãóëÿðíîñòè ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ïðè âûïîë-

íåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

9. Ïðåäëîæåíà ôîðìóëà äëÿ òåîðåòèêî-ïîëåâûõ ñêîáîê Ïóàññîíà, îáåñ-

ïå÷èâàþùàÿ òî÷íîå âûïîëíåíèå òîæäåñòâà ßêîáè íåçàâèñèìî îò

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, â òî âðåìÿ êàê ñòàíäàðòíûå ñêîáêè óäîâëåòâî-

ðÿþò òîæäåñòâó ßêîáè ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî äèâåðãåíöèé.

10. Äîêàçàíî, ÷òî íîâîå âûðàæåíèå äëÿ ñêîáîê Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ èí-

âàðèàíòíûì ïðè ëþáûõ ëîêàëüíûõ, ò.å. ñîäåðæàùèõ êîíå÷íîå ÷èñ-

ëî ïðîèçâîäíûõ, ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïîëåé, íåçàâèñèìî îò ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé.

11. Ïîêàçàíî, ÷òî îñíîâíûå êîíñòðóêöèè òàê íàçûâàåìîãî �ôîðìàëüíî-

ãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ� ïðè ó÷åòå äèâåðãåíöèé ìîãóò áûòü

ðàñøèðåíû òàê, ÷òî íîâàÿ ôîðìóëà äëÿ ñêîáêè Ïóàññîíà ñëåäóåò èç

íèõ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

12. Íà ïðèìåðå ãèäðîäèíàìèêè èäåàëüíîé (íåâÿçêîé) æèäêîñòè ïîñòðî-

åíî ïðèëîæåíèå íîâîé ôîðìóëû äëÿ ñêîáêè Ïóàññîíà ê çàäà÷àì ñî

ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Ôîðìàëèçì ðàçðàáîòàí êàê äëÿ ëàãðàíæåâûõ,

òàê è äëÿ ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ è â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðîäåìîíñòðè-

ðîâàíà ñâÿçü ìåæäó ãàìèëüòîíîâûì è ëàãðàíæåâûì ïîäõîäàìè. Ïî-

êàçàíî, ÷òî "åñòåñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ"âàðèàöèîííîãî ìåòî-

äà ñîîòâåòñòâóþò â ãàìèëüòîíîâîì ìåòîäå òðåáîâàíèþ ðåãóëÿðíî-

ñòè ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé (ò.å. ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ).
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13. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (ïðåäëîæåí-

íûõ â ðàáîòå Êàðëèïà) íîâàÿ ôîðìóëà äëÿ ñêîáîê Ïóàññîíà ïîç-

âîëÿåò âû÷èñëèòü ýíòðîïèþ ÷åðíîé äûðû, â òî âðåìÿ êàê ïîäõîä

Ðåäæå è Òåéòåëüáîéìà îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíèìûì.

Áëàãîäàðíîñòè

Ïðèíîøó ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêó À.À. Ëîãóíîâó çà ïðåäëî-

æåííûå çàäà÷è, çà èíòåðåñ ê ìîåé ðàáîòå è çà âîçìîæíîñòü ðàáîòàòü â

ïðåêðàñíûõ óñëîâèÿõ Îòäåëà òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè Èíñòèòóòà ôèçèêè

âûñîêèõ ýíåðãèé. Èñêðåííå áëàãîäàðþ äèðåêòîðà ÈÔÂÝ è ðóêîâîäèòå-

ëÿ ìîåé êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè ïðîôåññîðà Í.Å. Òþðèíà çà áîëüøóþ

ïîìîùü â ðåøåíèè ìíîãèõ ïðîáëåì. Ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí ñâîåìó ïåðâî-

ìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Î.À. Õðóñòàëåâó çà íåîöåíèìûå

óðîêè. Áëàãîäàðþ Â.À. Ïåòðîâà è À.Ï. Ñàìîõèíà çà ïîñòîÿííóþ ïîä-

äåðæêó, À.Â. Ðàçóìîâà, Ñ.Í. Ñòîð÷àêà è Þ.Ã. Ñòðîãàíîâà çà îáñóæäå-

íèÿ ðåçóëüòàòîâ è ìíîãî÷èñëåííûå ïîëåçíûå ñîâåòû, à âñåõ ñîòðóäíèêîâ

ÎÒÔ � çà áëàãîïðèÿòíóþ äëÿ ðàáîòû àòìîñôåðó.
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